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La Meccanica è la scienza del moto dei corpi, e delle cause che lo 
producono; essa comprende anche le condizioni d'equilibrio, ossia lo stu- 
S dio dei corpi sottoposti a più cause di movimento, che si distruggono a 

vicenda. 

I corpi si considerano sempUcemente quali porzioni limitate di ma- 
teria, aventi forme e volumi determinati, facendo astrazione di ogni qua- 
lità fìsica non influente al movimento. 

È abituale in noi il concetto di ciò che chiamasi materia, quantun- 
que non possiamo darne una definizione, ossia significarla per concetti 
più semplici; e si chiama massa di un corpo la quantità di materia di cui 
è composto. 

Elemento materiale, od anche punto materiale, è un corpo infinita- 
mente piccolo in ogni dimensione. Un corpo di dimensioni finite si riguarda 
come un aggregato di punti materiali, e la sua massa come la somma 
di tutte le masse infinitamente piccole degl'infiniti punti che lo compongono. 

L'idea di moto implica quelle di spazio e di tempo, concetti in noi 
abituali, comunque non li sappiamo definire, cioè che non possiamo con- 
frontarli ad altri più semplici. 

Si dice durata una porzione qualunque di tempo, ossia l'interposi- 
zione tra il principio e la fine di un fenomeno, o l'interposizione tra gli 
avvenimenti di due fenomeni, e chiamasi istante il principio o U termine 
di una durata. Si concepisce poi facilmente che cosa sieno due durate 
eguali, e per conseguenza cosa sia una durata doppia, tripla, . . . , di 
un'altra durata; sicché il tempo è suscettibile di misura, esprimibile quindi 
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per numeri, confrontando la durata che si ha in considerazione ad altra 
prestabilita presa per unità, per es., prendendo il minuto secondo del 
giorno solare medio. 

Un corpo è in moto quando esso o le sue parti occupano succes- 
sivamente diverse posizioni nello spazio; ma noi non possiamo giudicare 
del movimento di un corpo che confrontandolo ad altri corpi, e poiché 
nell'Universo tutto è in moto, conseguentemente i movimenti che noi 
osserviamo non sono che movimenti relativi; però se si faccia astrazione 
dei movimenti dei corpi, ai quali si confronta quello in obbiettivo, si 
può considerarlo come assoluto. 

Allorché il corpo e ciascuna delle sue parti occupano invariabilmente 
lo stesso luogo, esso è in quiete, in riposo; e come pel movimento, noi 
non possiamo osservare che quiete relativa, il riposo relativo di un corpo 
rispetto ad altri, però se di questi si fa astrazione dei propri movimenti, 
il riposo del corpo confrontato si riguarderà come assoluto. 

Principio dell'inerzia, definizione delle forze. — L'esperienza ci 
insegna che per mettere in movimento un corpo in riposo, ovvero per 
arrestare o modificare un movimento, bisogna applicarvi un certo sforzo; 
da ciò si é condotti ad ammettere un principio fondamentale, il principio 
dell'inerzia della materia, che si enuncia nei seguenti termini: 

Un punto materiale non può passare da se stesso dallo siato di riposo 
a quello di movimento, e quando è in moto non può da si modificarlo, sic- 
ché se alcuna causa estrinseca non agisca su di lui, il movimento sarà sem- 
pre identico, ossia rettilineo ed uniforme. 

Dunque un punto materiale per passare dal riposo al movimento, o 
che essendo in movimento non continui a muoversi uniformemente ed 
in linea retta, dev'essere sottoposto ad una certa causa, che, qualunque 
essa sia, chiamasi for^a. Una forza applicata ad un punto materiale non 
sempre determina il movimento, se un qualche ostacolo vi si oppone, ed 
allora la forza dà luogo ad una pressione, ovvero ad una tensione. 

Relativamente ad una forza agente sopra un punto materiale vi sono 
tre cose da considerare : la posizione dell'elemento materiale, la direzione 
della forza ed il senso in cui agisce, la sua intensità. 

Lo spazio che un elemento materiale percorre non è propriamente 
una linea geometrica, tuttavia si può considerare per tale, facendo astra- 
zione delle dimensioni infinitamente piccole dell'elemento materiale trnsvor- 
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salmente allo spazio percorso, e si riguarderà perciò ogni sua posizione 
come quella di un punto di essa linea, da potersi determinare egualmente 
che si determina in geometria un punto descrivente una linea. Ed è poi 
evidente non potersi supporre movimento senza continuità, ossia che un 
elemento materiale, per andare da una posizione ad altra nello spazio, deve 
passare per tutte le posizioni intermedie successive, il cui insieme costi- 
tuisce una linea bene definita, senza slogamenti o rotture, la quale si deno- 
mina la irajeitoria del punto mobile. 

Per direzione di una foraci s'intende la retta, che essa tende a fare 
percorrere al punto d'applicazione agendo sola, e supposto U punto in 
riposo, libero da ogni ostacolo, e sulla stessa retta che dà la direzione 
della forza si segna il senso in cui essa agisce. 

Riguardo sM^intensilà, le forze si possono misurare prendendone una 
determinata per unità, ed esprimendo quindi in numeri i rapporti che esse 
hanno con questa unità. Due forze sono eguali, allorché applicate in dire- 
zioni opposte ad un elemento materiale, si distruggono a vicenda, o come 
suol dirsi si fanno equilibrio; se le medesime si applicano nella stessa dire- 
zione, costituiscono una forza doppia di ciascuna, se poniamo in tal modo 
tre forze eguali otterremo una forza tripla, e cosi via di seguito. Dunque 
quando si dice che una forza applicata ad un elemento è un certo mul- 
tiplo di un'altra forza, s'intende che si può supporla composta di un certo 
numero di forze eguali alla seconda, e tutte agenti nella stessa direzione 
(è implicito in ciò il principio dell'indipendeza degli effetti delle forze). 

In questo modo le forze diventano quantità misurabili, le quali si 
possono perciò esprimere in numeri, ed anche rappresentarle con segmenti 
rettilinei, proporzionali secondo gli stessi numeri alla lunghezza adottata 
per unità, e presi sulle loro direzioni a partire dai punti di applicazione. 

Le forze sono molto diverse per loro natura, ed a tale riguardo pos- 
sono assumere differenti nomi; la forza muscolare degli animali, per es., è 
almeno in apparenza di tutt'altra natura che le forze producenti i movi- 
menti dei pianeti; in Meccanica razionale tuttavia non si ha lo scopo di 
studiare la natura intima delle forze, si ha riguardo soltanto ai caratteri 
comuni, cioè si valutano le forze pei movimenti che producono, o ten- 
dono a produrre, ai punti materiali ai quali sono applicate; ed una forza 
si riguarda come completamente determinata, allorché si conoscono la 
posizione del punto d'applicazione, la sua direzione, e la sua intensità. 

Quando più forze agiscono simultaneamente su di un corpo, può acca- 
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dere che si neutralizzano tra loro, ed allora si dice che il corpo è in equi- 
librio sotto razione di quelle forze, o che le forze mantengono Tequìlibrio. 

n movimento di un corpo può anche essere studiato senza occuparsi 
delle forze, alle quali sono dovute le sue diverse modificazioni, cioè a dire 
puossi studiare il movimento in se stesso, per sapere qual'è ad un dato 
istante la posizione di ogni punto del corpo mobile, o viceversa cono- 
sciuta la posizione, determinarne l'istante corrispondente; in esso studio, 
non solo non entra la considerazione delle forze, ma eziandio si fa astra- 
zione della massa dei corpi, considerandoli come forme puramente geo- 
metriche, e perciò come un insieme di punti ideali; a questa prima parte 
della Meccanica si è dato il nome di Cinematica. 

Alla stessa segue un secondo studio, cioè a dire lo studio del movi- 
mento tenendo conto delle cause che lo producono, e siccome le forze 
applicate ad un corpo non sempre modificano le sue condizioni di mo- 
vimento o di quiete preesistenti, cosi devono studiarsi i casi in cui que- 
sta modificazione non avviene, i casi cioè nei quali le forze si fanno equi- 
librio. Ma pria d'ogn'altro bisogna studiare le forze esse stesse; cioè come 
agiscono prese separatamente, od insieme, o nel sostituirne le une alle 
altre, e dopo ciò potremo proporci di vedere come dato un sistema di 
forze, sotto quali condizioni esse possono farsi equilibrio, od in qual 
modo modificheranno lo stato di quiete o di moto, e viceversa, cono- 
sciuto il movimento di un corpo, come si possono riconoscere le forze 
che lo producono. 

La scienza dell'equilibrio si chiama Statica od Idrostatica, secondochè 
si occupa dei solidi o dei fluidi; quella del movimento, con riguardo ai- 
Fazione delle forze, si denomina Dinamica se si tratta dei solidi. Idrodi- 
namica se dei fluidi. 

Divideremo dunque il nostro Corso in sei parti, cioè : 

i' — Cinematica, trattandosi del movimento considerato in se stesso, 
senza riguardo alle cause che lo producono, né alla massa dei corpi. 

2' — Studio delle forze. 

3* — Statica, ossia Tequilibrio dei solidi. 

4* — Dinamica, in cui si cercano le leggi del movimento dei solidi 
con riguardo alle forze che lo producono. 

5* — Idrostatica, che tratta dell'equilibrio dei fluidi. 

6* — Idraulica, che ha per iscopo lo studio del movimento dei fluidi. 
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MOVIMENTO DI UN PUNTO MATERIALE 
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I . Si è rilevato (Iniroduxionè) che nel movimento di un punto ma- 
teriale le successive posizioni formano una linea continua, alla quale si 
dà il nome di trajettoria del mobile; secondochè questa linea sia retta o 
curva, il movimento dicesi rettilineo o curvilineo, in ispede poi si deno- 
mina circolare, ellittico, parabolico, ecc., allorché la trajettoria è un cerchio, 
un'ellisse, una parabola, ecc. > 

La sola conoscenza della trajettoria non basta per esser definito il 
movimento, occorre conoscere la legge secondo la quale il mobile la per- 
corre^ ossia che si sappia determinare a quali istanti si effettua il suo pas- 
saggio ai diversi punti ddla indicata Unea, sicché si possa determinare 
sulla stessa il sito del mobile ad un dato istante, e viceversa assonata 
una posizione, determinare l'istante in cui il mobile vi perviene. In altri 
termini, dinotato s lo spazio sulla trajettoria, contato da un punto fisso 
/ di riferimento (orìgine degli spazi) e il tempo / impiegato a percor- 
rerlo, bisogna essere determinata l'espressione analitica, che lega queste 
due quantità, s = /(/), ovvero F (s, /) = o, che dicesi l'equazione del 
movimento sulla trajettoria, ed atteso l'indole del movimento la /(<) de- 
v'essere funzione continua e ad un solo valore di U 

F. C al iubi ka. — M ttttmit a, ■ 
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2. Riferite le posizioni del mobile a tre assi coordinati Ox. (i = i, 
2, 3), se sieno conosciute l'espressioni analitiche includenti le coordinate 
X. di qualsiasi posizione e il relativo tempo t, in guisa che dato questo 
si possano determinare quelle, ed inversamente, ossia date tre equazioni 

(0 x, = ffXt\ 0=1. a, 3) 

ognuna delle funzioni f essendo continua e ad un solo valore di f , il 

movimento sarà completamente determinato; giacché, dato il tempo t cor- 
rispondente ad una posizione Af, mediante le (i) si calcoleranno le x^ che 
determinano la posizione del mobile, e viceversa dati i valori di esse coor- 
dinate, conosciuta perciò la posizione Af, con una delle stesse (i) si cal- 
colerà il tempo /, e d'altro canto fra le stesse (i), prese a coppie, elimi- 
nando t, si otterranno due equazioni distinte 

che definiscono la trajettoria. 

Le cennate espressioni analitiche non sempre sono risolute come le 
(i), e d'ordinario sono in forme contenenti implicitamente le quattro va- 
riabili, doè a dire si hanno l'equazioni del movimento simbolicamente 
designate 

(3) +*(*,> *i> ^3> = o; (*= ^ 2. 3) 
però comunque esse siano, si ritiene virtualmente che si sappiano risol- 
vere, per ricavare i valori delle coordinate x. dipendentemente dal tempo 
t, o reciprocamente, e che mercè l'eliminazione della variabile t si pos- 
sano conseguire l'equazioni della trajettoria. 

Allorché il movimento avviene in un piano, tracciati nello stesso 
piano due assi coordinati Ox.(i =1, 2), ai quali si riferiscono le posi- 
zioni del mobile, basterà che siano date due sole equazioni 

(4) *i = ?,(0> ovvero 4;^(x,, X,, = 0, o=:*=i,2) 
fra le coordinate x. di ciascuna posizione ed il tempo I, aflinchè il mo- 
vimento fosse completamente determinato. 

3. Più generalmente, dato un poliedro P di n &cce, numerate i, 
2, . . . , fi, che per mag^ore semplicità sia convesso, e definito in tutte 
le sue parti, si riferiscano allo stesso le posizioni del mobile, mediante 
le perpendicolari tirate dal punto in moto aUe &cce del poliedro (sup- 
posti i loro piani indefinitamente estesi), le quali perpendicolari, prese coi 
segni competenti, costituiscono le coordinate x^ (t = 1, 2, . . . , n) del 
mobile, e se in tale sistema sieno conosciute n equaàoni 
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fra esse coordinate e il tempo /, il movimento sarà completamente de- 
terminato. 

Oltre a tali equazioni, fra le coordinate del moUle in qualsiasi istante 
sussisterà la relazione 
(6) XB,x, = 3 F, 

in cui £. dinotano le aree deUe varie facce del poliedro, F il suo volume, 

ed il sommatorìo ^ esteso a tutti i valori di t= i, 2, ... , n; la quale 
equazione, secondo i casi, potrà tenersi in luc^o di una delle (5), il nu- 
mero delle quali allora sarà ristretto ad n — i . 

Se il movimento avviene in un piano, si riferisca ad un poligono, 
tracciato nello stesso piano, di n lati designati l^ 0'=i> 2, ..., n), per 
mag^ore semplicità supposto convesso, e sia definito in tutti i suoi ele- 
menti; ogni posizione del mobile sarà determinata dalle perpendicolari ti- 
rate dallo stesso ai lati l^ del poligono (supposti i medesimi indefinitamente 
prolungati), perpendicolari che prese coi segni competenti costituiscono le 
n coordinate x^ del mobile; quindi per essere il movimento completamente 
determinato bisogna e basta che sieno date n equazioni tra le x. e il 
tempo i, significate simbolicamente come le (5), e colle stesse coesisterà 
sempre la relazione 

(7) XhXi = 2A, 

in cui I^ sono le lunghezze dei lati del poUgono, A Tarea, ed il somma- 
torìo ^ devesi estendere ad t = i, 2, . . . , n, relazione che secondo i 
casi può assumersi in luc^o di una delle (5), restringendosi cod il nu- 
mero di queste ad n — i. 

4. Avvertenza. — Nel s^;uito, okre deUe coordinate cartesiane e 
delle polari, in varie occorrenze useremo le tetraedriche pel movimento 
nello spazio, e le triangolari pel movimento piano, doè a dire prende- 
TcoìO per riferimento del moto nello spazio un tetraedro, e pel movimento 
piano un triangolo tracciato nello stesso piano, dò sarà avvertito appo- 
sitamente in ogni caso. 

Relativamente al tetraedro dinoteremo i, 2, 3,4 i vertici, B^ (i= i, 
2, 3, 4) le facce rispettivamente opposte (rilevandosi dal discorso se s'in- 
tende delle loro aree, o dei piani indefinitamente estesi) indicheremo H. 
le altezze, e Z>,^, Z>,^, ... , D^^ i sei spigoli, terminati rispettivamente 
alle coppie di vertid (12), (13), . . • , (34), osservando di potersi inver- 
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tire i numeri di ciascuna coppia d'indid se si tratta dei valori assoluti di 
essi spigoli, cosicché sarà p. es., D^^ = D^^ , ma con l'invertimento do- 
versi cangiare segno se si dovrà tenere in conto il verso direttivo, aven- 
dosi perciò 'D,j= — Z)^, p. e.; con le medesime designazioni Z),,, D^^, 
...y D j dò che risulterà altresì dal discorso, si rappresenteranno i diedri 
aventi gl'indicati spigoli per costole; i seni dd triedri si dinoteranno S^ 
(i =: I, 2, 3, 4), e le facce od angoli piani concorrenti ad uno stesso 
vertice, al vertice i p. es., saranno designati /,,, /,j, /,^ secondochè 
sieno opposti ai vertid 2, 3, 4, analogamente per gli altri; infine si rap- 
presenterà con T il volume dello stesso tetraedro, avendosi pertanto 

(8) B,H,= }T. 

Le coordinate di un punto qualsiasi M, che d'ordinario designeremo 
jCj(f = I, 2, 3, 4), sono le perpendicolari tirate dallo stesso punto M alle 
facce £., e ritenendo queste come positive riguardo all'interno del te- 
traedro, come negative allo esterno, si conviene di considerare positive o 
native le dette perpendicolari, secondochè i loro piedi cadono sulle facce 
positive o sulle negative, risultandone da dò che tutte le coordinate dd 
punti contenuti neUa capadtà dd tetraedro sono positive, e per gli estemi 
saranno positive o negative, secondochè a partire dalle relative iacee va- 
dano nello stesso senso od in verso opposto alle anzindicate. 

Rispetto al triangolo fondamentale, i vertid saranno designati i, 2, 
3, con I. (f=i, 2, 3) i lati ad essi opposti (rilevandosi dal discorso se 
sieno semplicemente le loro lunghezze, ovvero le rette indefinitamente 
estese), s'indicheranno m. le altezze, ed /. gli angoli interni corrispondenti 
ad essi vertid, infine con A l'area, sicché si ha 

(9) l.fn^ = 2^. 

Quanto alle coordinate di qualsiasi punto Af, che d'ordinario desi- 
gneremo jCj (f = I, 2, 3), sono le perpendicolari tirate dallo stesso ai lati 
Ij , prese coi s^;ni competenti con analoga r^ola delle tetraedriche, doè 
d assumeranno positive per mtti i punti contenuti entro o sul contorno 
dd triangolo, e per gli esterni si prenderanno podtìve o negative, secon- 
dochè a partire dai relativi lati dd triangolo vadano nello stesso senso 
od in verso opposto alle anzidette. 

Avvertiamo infine che dinotandosi con i, ovvero con k, l'indice di 
una lettera, s'intenderà doversi attribuire i valori i, 2, 3, 4 trattandosi 
di elementi in dipendenza dd tetraedro fondamentale, ed i valori i, 2, 3 
rispetto al triangolo; quando poi ad una lettera od a più lettere con gl'in- 
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dicati indici costituenti una certa espressione vi precede il segno ^, questo 
sommatorio s'intenderà esteso a tutti i termini derivanti da quella tale 
espressione, dando agl'indici successivamente i valori testé menzionati. La 
medesima avvertenza vale per espressioni dipendenti dalle coordinate car- 
tesiane, dandosi agl'indici delle rispettive lettere i valori i, 2, j, ovvero 
1 9 2, secondochè si tratti dì elementi riferiti a tre o a due assi, e di dò 
pel bisogno se ne farà anche apposito ricordo. 

n, — Moto uniforme. 

5. Allorché il mobile segue la trajettoria in guisa, che in tempi egnafi 
percorre spazi eguali, ossia che gli spazi siano proporzionali ai tempi im- 
piegati a percorrerli, il moto dicesi uniforme; in conseguenza, indicando 
con s^ il segmento della trajettoria che dà la posizione M^ del mobile 
relativamente all'origine / nell'istante Z^, e con s lo spazio (sulla trajet- 
toria) tra il punto / e la posizione M del mobile alla fine del tempo t, 
pel movimento anzidetto dev'essere 

« Bt=- 

dinotando a una costante, e da questa equazione introdotta la costante 
b = s^ — ai^y si trae 

(2) s=:f(t) = at + b; 

nel movimento uniforme dunque la /(t) é una funzione lineare, e il mo- 
vimento in esame si definisce talvolta per questa condizione. 

Dalla stessa (i), posto / — <© = ^> viene a = s — 5^,, cioè la co- 
stante a è eguale allo spazio percorso dal mobile nell'unità di tempo; se 
poi si considera una durata infinitamente piccola d i, alla quale deve cor- 
rispondere uno spazio percorso anch'esso infinitamente piccolo d 5, per la 
medesima (i) si ha 

(3) a = j^, 

che corrisponde alla derivata prima della (2). 

Quando due pund materiali percorrono la stessa trajettoria con mo- 
vimenti uniformi, dò che distinguerà l'un movimento dall'altro é appunto 
il parametro a, che misura la maggiore celerità o lentezza dell'un mobile 
rispetto all'altro, perdo essa costante si denomina la velocità del mobile, 
e suole designarsi con la 1;; in conseguenza, se si prende per posizione 
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inimle M^ quella da quando si comincia a contare il tempo, ^cchè àa 
t^ = o, l'espressioni analitiche del moto uniforme sono 

''^JT' ^ = ^< + ^o» 

la seconda delle quali è l'integrale della prima. 

D tempo, che di sua natura costituisce la variabile indipendente, à, 
considera sempre quale quantità positiva, e lo spazio percorso dal mobile 
per contrario si considera positivo o negativo, secondochè sia nella dire- 
zione positiva o negativa prestabilita a partire dall'orìgine /; in corrispon- 
denza al segno di s — 5^, o di J5, la velocità v sarà positiva o negativa, 
doè a dire la velocità devesi stimare nel senso stesso del movimento. 

Perciò, se il movimento è rettilineo, prendendo su di essa retta, a 
partire dalla posizione M che ha il mobile alla fine del tempo /, e nel 
senso del movimento, un segmento proporzionale all'unità di lunghezza 
prestabilita secondo il numero, che misura la velocità v, si ha l'immagine 
sensibile di questo elemento distintivo del movimento in conaderazione; 
quando poi il movimento è curvillìneo, tirando in Af la tangente, si com- 
pira sulla medesima la costruzione anzindicata. Intanto è a distinguersi 
specificamente la velocità del mobile come qualità fisica, ossia quale atti- 
tudine al moto, dalla misura che abbiamo dinotata v, e conseguentemente 
dalla designata rappresentazione grafica. 

m. — Movimento vario. 

6. Definizione, velootà. — Ogni movimento che non è uniforme 
dicesi vario, perciò gli spazi percorsi non sono proporzionali ai tempi; 
chiamasi velocità media di tale movimento tra due posizioni che occupa 
il mobile in un tempo finito /, il rapporto tra la lunghezza del cammino 
percorso e la durata del tempo t, essa quindi non sarà la stessa nelle suc- 
cessive durate egaà^ che si considerano; e propriamente è quella velocità 
che dovrebbe possedere un secondo punto mobile percorrente con moto 
uniforme la stessa porzione di trajettoria tra le due posizioni del mobile 
reale, aflEnchè partendo insieme i due mobili dalla prima posizione, fos- 
sero coincidenti nella seconda alla fine dello stesso intervallo di tempo. 

In un movimento vario la velocità cangia per gradi infinitamente 
piccoli, quindi dev'essere une certa funzione f (t) continua e ad un solo 
valore del tempo t; intanto se s'immagina la durata 1, in cui à avvera 
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il movimento in considerazione, divisa in un numero qualunque n di pard 
eguali, e concepiamo che al movimento reale, eseguito in ciascuna durata 
parziale A ( = / : n, sia sostituito il movimento uniforme di un secondo 
mobile percorrente la stessa trajettoria, diguisachè essendo Ai lo spazio 
percorso dal mobile reale nell'una durata A /, la velocità del mobile fitti- 
zio sia espressa dal rapporto A 5 : A /, la successione di questi movimenti 
uniformi, che si sostituiscono al movimento reale nelle diverse durate A t, 
costituiscono nell'insieme un movimento differente dal primo, la cui dif- 
ferenza però sarà tanto più tenue, a misura che più grande sia il numero 
n. Possiamo dunque riguardare il movimento fittizio come tendente inde- 
finitamente a confondersi col movimento reale, se supponiamo il numero 
delle durate parziali, ossia il numero delle parti eguaU in cui il tempo / 
è stato diviso, cresca verso Tinfinito; ciò che si esprime semplicemente 
dicendo che un movimento vario qualunque può essere riguardato come 
la successione di un'infinità di movimenti uniformi, diversi l'uno dall'altro, 
e ciascuno dei quali ha luogo in un intervallo di tempo infinitamente 
piccolo. 

Questi movimenti uniformi successivi costituiscono gli elementi del 
movimento vario, e poiché per n infinitamente grande la A ^ si commuta 
'm dty t parimenti A 5 in J 5, ne segue che la velocità del mobile reale 
all'istante / va espressa pel rapporto 

(0 v = ^=f(ty, 

e à può rappresentare graficamente nel modo designato trattandosi del 
movimento uniforme, avvertendo sempre di fare specifica distinzione tra 
la qualità fisica, che si vuole significare col titolo di velocità, ossia l'atti- 
tudine che ha il mobile Dell'eseguire il suo movimento con più o meno 
rapidità, daUa misura di tale attimdine espressa per la (i), e dall'indicata 
sua rappresentazione. 

7. Allorché é data l'equazione del movimento sulla trajettoria, ossia 
la s :=zf(f), od F(sy i) == o, una semplice differenziazione fornisce l'e- 
spressione della velocità v, ammettendo che la funzione /(l), oltre ad es- 
sere continua e ad un solo valore di /, abbia egualmente la sua prima 
derivata, in tutto l'intervallo in cui si avvera il movimento; per converso, 
quando à conosce la funzione <f(t) esprimente la velocità v per mezzo 
del tempo, Tint^azione dell'equazione 
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d conduce alla conoscenza dell'equazione del movimento 
(3) ^ = s,-\-fj(i)dt, 

supposto che si sappia determinare s^ , ossia la posizione del mobile quando 
si comincia a contare il tempo. 

Il segno della derivata di una funzione indica se essa sia crescente 
o decrescente, perciò il segno della velocità dinota se la funzione /(/) 
sia crescente o decrescente, vale a dire in quale senso avverrà il movi- 
mento, e conseguentemente se la velocità sia positiva il movimento si 
effettuirà nel verso positivo della traiettoria, ed in senso opposto se essa 
sia negativa. 

8. Moto uniformemente vario, sua accelerazione. — Se v^ sia 
la velocità del mobile all'istante t^ nella posizione Af^, e v la sua velo- 
cità alla fine del tempo / nella posizione M, considerando il rapporto in- 
crementale della velocità 

(4) y=F^. 



allorché questo rapporto è costante, il movimento dicesi uniformemente 
vario, ed anche uniformemente aueUrato o ritardato, secondochè la velo- 
cità va crescendo o diminuendo; in esso movimento le variazioni della 
velocità sono dunque proporzionali agl'intervalli di tempo in cui si avve- 
rano, e dalla stessa (4), introdotta la costante b = v^ — jt^^ si trae 

(5) V = <f(t)=zjt + b, 

cioè a dire nel movimento in esame la funzione esprimente la velocità 
dipendentemente dal tempo è lineare, e la definizione di esso movimento 
talvolta si fonda su questa proprietà. 

La quantità costante ;, per cui diversifica un movimento uniforme- 
mente vario da altro simile, che si esegue sulla medesima trajettoria tra 
le due posizioni M^ ed M, si denomina Vaculerax}ont, e poiché per la 
(4) posto t — /q = I ne deriva j =.v — v^, , l'accelerazione ha dunque 
per misura l'incremento della velocità nell'unità di tempo, od anche se 
si considera una durata infinitamente piccola d t, alla quale per la conti- 
nuità del movimento dee corrispondere una variazione infinitamente pic- 
cola dv nella velocità, si ha altresì 
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Con una prima, ed indi una seconda integrazione, da questa equa- 
zione si ricavano le seguenti, relative al movimento in esame, 

(7) v = v^ + jt, S = S,'{-VJ +^ji% 

presa per M^ la posizione iniziale del mobile, ossia da quando si conta 
il tempo; se per questa posizione è t;^, = 5^ = o, doè che il mobile parte 
senza velocità anteriormente acquistata, e che si prende esso punto per 
origine degli spazi, l'equazioni (7) si semplificano come segue 

(8) v=jt, s = ^jf, 

che manifestano di variare la velociti in ragione del tempo, e lo spazio 
proporzionalmente al quadrato del tempo. 

9. Accelerazione nel movimento vario. — Allorché il rapporto 
incrementale sopra designato (4) non è costante, ossia che il movimento è 
comunque vario, lo stesso rapporto (y — 'f^o^'Q — O ^ denomina VaC" 
cderaxìont media del mobile nell'intervallo di tempo i — ^^ , e sarebbe 
quella di un secondo mobile percorrente la trajettoria M^M con movi- 
mento uniformemente vario, il quale partendo insieme al primo da M^ 
arrivi in coincidenza dello stesso in Af nel medesimo intervallo di tempo. 
Diviso t — (^ in un dato numero n di parti eguali, possiamo concepire 
che concomitante al movimento reale ve ne sia un altro, il quale si 
esegue da un mobile percorrente la stessa trajettoria M^ M con una suc- 
cessione dì movimenti uniformemente vari, l'uno differente dall'altro in 
ciascuna delle successive durate A / = (t — • ^> ^ ^^ accelerazione 
sarà sempre espressa pel rapporto A t; : A (, designata A t; la relativa va- 
riamone di velocità. 

Questi movimenti uniformemente vari, che noi sostituiamo al movi- 
mento reale nelle diverse durate parziali A t, costituiscono nell'insieme un 
movimento differente dal primo, però la differenza sarà tanto più piccola, 
a misura che più grande sia il numero n; pertanto si può riguardare il 
movimento fittizio come tendente indefinitamente a confondersi col mo- 
vimento reale, facendo crescere n verso l'infinito; od in altri termini, un 
movimento vario qualunque si può considerare come la successione di una 
infinità di movimenti uniformemente vari, diversi l'uno dall'altro, ciascuno 

P. CàtDARBKA. — MucamcM, a 
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dei quali si esegue in un intervallo di tempo infinitamente piccolo; in 
conseguenza, attesoché per n infinitamente grande la A ^ si commuta in 
dt, e parimenti A t; in dv,sì avrà per Taccelerazione del mobile all'istante 
t in un movimento vario qualsiasi: 
, V . dv d^s 

Essendo s = f(i) l'equazione del movimento suUa trajettoria, e per 
cui la f(t) dev'essere una funzione continua e ad un solo valore di i, 
se essa ammette egualmente la prima derivata sarà v =.f(i)^ e se questa 
ammette una prima derivata nelle stesse condizioni, ossia che la f(i) abbia 
una seconda derivata, che sia funzione continua ed a un solo valore di 
/, si avrà / = /" (0; cosi sì rende manifesto che l'accelerazione è rispetto 
alla vtlodià ciò che la velocità è relativamente. allo spazio percorso, quindi 
dev'essere stimata nel senso stesso della velocità, e sarà rappresentata come 
questa sulla trajettorìa, se il movimento è rettilineo, e sulla tangente alla 
curva tirata per la posizione M del mobile, allorché la trajettoria è cur- 
vilinea, mediante un segmento preso a partire da M nel senso stesso del 
movimento, e proporzionale all'unità di lunghezza secondo il numero 
espresso dal rapporto (9); quando il movimento è curvilineo, la stessa 
acctìtra%iont j si denomina tangenziale, e non è tutta quella che anima il 
mobile, come specificatamente si vedrà altrove. 

IO. Conosciuta la funzione ^(i) esprimente l'accelerazione ; dipen- 
dentemente dal tempo, con una prima integrazione si consegue la velocità 

(io) v = v^ + jjii)di, 

e con una seconda si ottiene l'equazione sulla trajettoria 

(11) s = s, + vj+ fdif\{Ì)dU 

supposto che siano determinabili le costanti 5^ , t;^ , osda la posizione Af ^ 
del mobile da quando si comincia a contare il tempo, e la velodtà t;^ 
che esso ha in tale porzione. 

In generale, se sìa data una certa relazione fra lo spazio s percorso 
dal mobile alla fine del tempo i, e questo stesso, includente altred la ve- 
locità V =: ds:diy e l'accelerarione j z=z d^s :di*, cioè a dire se per un 
certo movimento si abbia un'equazione differenziale 
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tale movimento sarà completamente determinato se si sappia intq;nure 
questa equazione, e determinare altresì le relative costanti arbitrarie. 

1 1 . Esempio. — G>nsideriamo il movimento rettilineo definito dal- 
l'equazione 

in cui 2^^ T, t^ sono quantità date, movimento che da taluni è detto 
armonico, e più propriantiente è a dirsi alternanU, giacché variando il seno 
tra 4" ^ ® — I ^ variare dell'arco, 5 va compreso tra -f* -^ ^ — ^9 
sicché crescendo l'arco al crescere indefinitamente del tempo t, il mobile 
deve passare alternadvamente fra i punti estremi, che trovansi equidi- 
stanti della lunghezza A dall'origine / degli spazi. 

2 t: 
La quantità A dicesi V amplitudine, e -^ (t — ^ /^^ ^ ^^^ ™^ 

vìmento, la cui velocità ed accelerazione sono date per l'espressioni 

(*) V = -jT -4cOS-jr — O» ; = — ^ -^SeO -jr — Q, 

le quali al pari della fimzione primitiva sono periodiche, variando rispet- 
tivamente tra ih -^ -4, e ip %pY A\ il periodo di mtte e tre dette fun- 
zioni é determinato dall'intervallo di tempo ì — <^ = T, rilevandosi che 
in (^uno dd quattro intervalli eguali 

. (^i)'. (f¥)' (^'V^. (¥-^)' 

nei quah sia diviso il detto periodo, ciascuna delle funzioni esprimenti 
5, Vy j conserva il proprio segno costante, ed é sempre crescente o de- 
crescente. 

Confrontata poi la seconda (b) con la (a) ne risulta la relazione 
(0 ; : 5 = — 4 w* : r = — k\ 

manifestante che nel movimento in esame il rapporto fra l'accelerazione 
e lo spazio percorso é costante, e negativo; resta però a sapersi se tate 
proprietà sia esclusiva del movimento alternante in considerazione, ciò 
che andiamo a riconoscere. 

Si abbia dunque un movimento rettilineo definito per l'equazione (e), 
ossia per l'equazione diflferenziale 
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essendo k una costante, l'integrale generale dì essa equazione è 

s = C,e*''+ C,e-*'*= (C, + CJcos A/ + i{C^ — C^s^hi, 

dinotandosi con C, , C^ due costanti arbitrarie, con i Tunità immaginaria 
^ — i; ora, introducendo due nuove costanti A^ t^ tali che 

^ sen *<^ = — (C, + CJ, A cos hi^ = i(C, — CJ, 
risulta 

5 =: -4 sen fc(^ — /J = -4 sen -y (t — Q, 
posto h = iiQ'.T, che è appunto l'equazione (fl). 

1 2. Velocità angolare, areolare, ed accelerazione di circola- 
zione NEL MOVIMENTO PIANO. — Se il mobile percorre un circolo, di rag- 
gio r e centro 0, con moto uniforme di velocità v, tirando ad ogni po- 
sizione M il raggio OM, e di questo considerata la posizione rispetto al 
raggio fisso OM^ corrispondente al passaggio in Af ^ al tempo /^, mentre 
il punto mobile percorre la trajettoria Af^Af il raggio OM descriverà 
angoli proporzionali ai tempi; chiamasi velocità angolare del mobile l'an- 
golo iù descritto da OAf nell'unità di tempo, e poiché codesti angoU sono 
misurati dagli archi del cerchio concentrico di raggio i, i quali sono pro- 
porzionali a quelli descritti dal punto mobile, ne deriva la proporzione 
f : I = tf : Ci), donde 

(il) tó = — = — .- -f-^ 

r r t — /^ ' 

dinotandosi s — s^ Tarco descritto dal punto mobile nell'intervallo di 
tempo t — i^ se poi si suppone 5^, = Z^, = o, ossia che si prende per 
M^ la posizione iniziale, da quando si comincia a contare il tempo, si 
hanno 

(13) V = fa), S =::VÌ = riùU 

Allorché il movimento circolare non é uniforme, s'intende per ve- 
locità angolare del mobile all'istante t quella che corrisponde al movi- 
mento elementare uniforme da potersi sostituire al movimento reale nella 
durata infinitamente piccola di, precedente o seguente a /; pertanto, de- 
signato f l'angolo M^OM descritto da OM alla fine del tempo i, e di- 
notata tt la velocità angolare, si ha 

, ^ V 1 ds do 
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quindi 

(15) v = riù = r-^. 

Supponiamo adesso che il mobile percorra una curva piana qual- 
siasi con movimento qualunque, uniforme o vario; sul piano della trajet- 
toria sìa preso un punto fisso 0, e da questo punto sì tirino i raggi 
alle difierenti posizioni del mobile M, a partire dalla posizione iniziale 
Mq da quando si conta il tempo, dinotato r il raggio vettore OM della 
posizione del mobile al tempo t, e 9 l'angolo tra lo stesso e quello di 
riferimento OM^ fra questi elementi r, f , la velocità angolare ca, e la 
velocità V valutata secondo la tangente aUa curva, la quale per distinzione 
è detta velocità lineare^ si hanno le medesime relazioni (14), (15)» giac- 
ché il movimento reale per una durata infinitamente piccola di, prece- 
dente o seguente a ^, sì può riguardare sostituito da un movimento cir- 
colare che si esegua sul circolo avente per centro ed Af per raggio. 

Nello stesso caso, ed anche se la trajettoria sìa circolare, mentre il 
mobile va dalla posizione M in un'altra posizione M' infinitamente vi- 
cina nell'intervallo dty percorrendo l'arco J5, il raggio vettore OM de- 
scrìverà l'area mistìlinea MOM' che, trascurando infinitesimi di ordine 
superiore, puossi confondere con l'area del triangolo avente per base la 

congiungente M M' delle due posizioni dd mobile, ed per vertice op- 
posto, sicché essendo OD la perpendicolare tirata da sulla detta con- 
giungente prolungata occorrendo, o la distanza da della tangente in 



M alla trajettoria, si ha per codesta area dS = — OD X MM\ 

Dìcesi velocità areolare il rapporto dell'area mistìlinea MOM' de- 
scritta dal raggio vettore M nell'elemento di tempo d t a questa stessa 
durata, dì guìsachè per essa velocità si ha 



e poiché ad M M' si può sostituire ds = vdty si ha altresì 

(16) i^^LUD.v, 

^ ^ dt 2 

la velocità areolare dunque è eguale al semiprodotto della velocità li- 
neare per la distanza delia sua direzione dal punto fisso; essa quindi, al 
pari deUa t;, sarà una funzione contìnua e ad un solo valore del tempo U 
Essendo la velocità angolare in un movimento piano qualsiasi espressa 
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per la relazioue 

(.7) . = ^. 

che in generale cangia continuamente col tempo, dicesi accekrcu^ùme di 
circolazj/OM intorno al punto 0. il rapporto -tt , e dietro la precedente 
espressione risulta 

quindi allorché l'angolo 9 descritto dal raggio vettore è espresso per una 
certa funzione continua e ad un solo valore del tempo tj che ammette 
una prima ed una seconda derivata, anch'esse continue e ad un solo va- 
lore del tempo /, la prima darà la velocità angolare, e la seconda l'acce- 
lerazione di circolazione. 

IV. — Movimenti simultanei, loro composizione e scomposizione* 



1 3. Per istadiare U movimento di un punto nello spazio si confronta 
la sua posizione in ogni istante a certi punti riguardati come fissi, ma 
se il confronto è relativamente a punti anch'essi in moto, è manifesto 
che la nozione del movimento del punto sarà di movimento relativo, 
mentre il suo movimento reale è un movimento assoluto. Consideriamo 
p. e. una palla messa in moto sopra un battello da un certo impulso, 
mentre il battello è trasportato dalla corrente di una fiumana; il moto 
della palla rispetto ai punti del battello è un movimento relativo, ma ri- 
spetto alle sponde della fiumana, riguardate immobili, è un movimento 
assoluto; però se si ha riguardo al moto diurno della Terra, confron- 
tando il movimento di ciascuno dei suoi punti ad altri punti fissi nello 
spazio, il movimento del battello per rapporto alle sponde della fiumana 
sarà altresì un movimento relativo, giacché le medesime sono animate 
dal moto di rotazione della Terra. 

Questo esempio vale a dard il concetto di poter essere un punto 
animato contemporaneamente da più movimenti con direzioni e velocità 
diverse; giacché, la palla trasportandosi insieme al battello ed alla fiumana 
nel movimento di rotazione terrestre, partecipa di questo movimento, ed 
U battello trascinato dal corso della fiumana comunica alla palla un se- 
condo movimento^ questa è dunqw aninuta contemporaneamente da tre 
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movimenti: i^ quello che le è stato dato relativamente al battello; 2° l'altro 
partecipatole dal banello rispetto alle sponde; f il movimento che le 
sponde hanno in comune per effetto della rotazione della Terra attorno 
il suo asse. 

14. Questi movimenti relativi che sono indipendenti fra loro, cia- 
scuno avendo luogo come se gli altri non esistessero, si dicono movi- 
vimenti simuliandy o movimmii componenti, mentre il movimento reale 
od assoluto si denomina movimetUo risultanie, e ciò in dipendenza del 
principio fondamentale costituente la legge del movimento composto, che 
si enuncia nei s^uenti termini: 

Se disiimi movimenti sono impressi ad un tempo, successivammte, ad 
un punto materiale, essi si cojnpongono in modo che il punto in moto si 
trova ad ogni istante nello stesso luogo dello spazio, nel quale si troverebbe 
in virtù della combinacene di questi movimenti, se esistessero ciascuno se- 
paratamente nel mobile. 

Secondo questa legge si deve considerare dunque ciascun movimento 
a parte, e determinare il luogo in cui il punto materiale si troverebbe, 
se i movimenti simultanei si eseguissero Tuno dopo l'altro nelle rispet- 
tive direzioni; il luogo cosi determinato sarà realmente quello in cui de- 
vesi trovare il mobile per l'effetto simultaneo di quei movimenti componenti. 
Supposto, p. e., che il punto materiale M sia, ad un dato istante, 
animato da quattro movimenti simultanei, che separatamente operando 
sieno tali da fare descrivere al mobile nel tempo t gli spazi rettilinei (fig. i) 
MAj MB, MC, MD in grandezza e direzione; il luogo del punto Af, 
2) animato simultaneamente da tutti quesd mo- 

\"^----,^» vimenti, alla fine della durata t sarà D', che ri- 

^\^ ^ sulta conducendo AB', B' C, CD' rispetti- 

vamente equipollenti ad MB, MC, MD. In- 
fatti, pel solo movimento secondo Af ^^ il 
] punto M dovrebbe trovarsi dopo il tempo t 
j in ^, ma essendo contemporaneamente ani- 
mato nella direzione M B, esso sarà traspor- 
'^ tato in questa direzione per uno spazio AB' 
eguale e parallelo ad MB, cosicché per effetto dei due movimenti simul- 
tanei si troverà in B'; coesistendo altresì il movimento nella direzione 
Ai C, collo stesso il mobile sarà trasportato nel tempo t per lo spado 
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B' C eguale e parallelo ad M C, quindi invece di essere in £' si tro- 
verà in C; proseguendo lo stesso ragionamento si riconosce che il luogo 
del punto mobile per l'effetto di tutti e quattro i movimenti simultanei 
alla fine del tempo t dev'essere in D', posizione determinata nel modo 
indicato. 



15. Supponiamo in primo luogo che il mobile sia animato da due 
movimenti simultanei rettilinei uniformi, l'uno secondo OX, , (fig. 2), 

l'altro secondo OX^, perciò tutto 
compreso nel piano X, X, ; sia M^, 
la posizione al tempo t^^ e sieno 
Af,, Mj, Mj, ... altre posiàoni 
nei tempi ^, , ^j, ^, , . . . ; dinotata v, 
la velocità nel senso OX, , e v^ quella 
in verso X^ , se il mobile fosse ani- 
mato dalla sola velocità v^ , percor- 
rerebbe gli spazi M^P^==vXt,—to\ 




M^ P^ = i\ (i^ — tjf . . . , paralleli ad X, , e per la sola velocità v^ 
percorrerebbe parallelamente ad OX, gli spazi M^Q^^=v^(t^ — Q, 
Af ^ j2j = v^ (t^ "^ 0> .... ; ma per la coesistenza dei due movimenti, 
nell'intervallo di tempo t^ — t^ trasportandosi il mobile nel senso M^ P^ , 
avrà percorso parallelamente ad X^ il cammino P, M, equipollente ad 
M^Q,, diguisachè si determinerà la posÌ2done Af, costruendo il paral- 
lelogrammo M^P, Afj j2, coi due cammini componenti, che il mobile ese- 
guirebbe nello stesso intervallo di tempo t^ — t^ nei due versi indicati, 
se fosse animato da ciascun movimento simultaneo isolatamente consi- 
derato; egualmente è a dirsi per la posizione M, occupata dal mobile 
alla fine del tempo /,, parimenti per M^, e cosi via per le altre posi- 
zioni successive. 

Intanto, avendosi 

KP^ : A^oQ. = Af,P, : Af,Q, = . . . = v, : t;,, 
poiché P, Af , = Af j, Q, , Pj Af , = Af ^ Qj , . . . , risultano l'eguaglianze di 

rapporti 

Af,P, : P, Af, = Af,P, : P,Af, = . . . = t;. ; v,, 

che dimostrano essere Af ^ , Af , , Af ^ , . . . in lìnea retta, ed in conseguenza 
dei rapporti 

M^M^'.M^M^: ... = M^P^:M^P^: . . . = Q^ — Q:(t^ — Q: ..., 
à rileva che il movimento risultante è altresì uniforme. 
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Si riconosce pure facilmente, essendo v^ e v^ misurate dai cammini 
M^Ay M^B eseguiti nell'unità di tjmpo, che lo spazio percorso dal mo- 
bile nella stessa unità di tempo nel verso M^Af, sarà rappresentato da 
M^F diagonale del parallelogrammo costrutto su M^ji, M^B, ossia sulle 
velocità dei due movimenti componenti; pertanto, mentre questo paraDe- 
logrammo dà con la sua diagonale la misura della velocità del movimento 
risultante, stabilisce altresì la direzione della trajettoria. 

Dall'anzidetto si desume agevolmente come decomporre un dato mo- 
vimento rettilineo uniforme in due simili movimenti, secondo direzioni 
assegnate OX, , OX^ nel medesimo piano contenente la trajettoria del 
movimento dato, i quali siano da considerarsi quali movimenti simultanei, 
o componenti; giacché, se con la velocità conosciuta M^F tlt direzioni 
assegnate si costruisce il parallelogramo M^AVB, i lati M^A, M^B 
determinano le velocità dei richiesti movimend. Risulta eziandio che la 
decomposizione non può farsi, in modo unico e determinato, secondo tre 
o più altre direzioni assegnate nel medesimo piano di OX, , OX^ con- 
tenente la trajettoria del movimento dato; dappoiché, se si volesse la de- 
composizione, supponiamo secondo tre direzioni 0X„ OX^, OF, (fig. 3), 

bisognerebbe necessariamente introdur- 
re una quarta direzione F^ , e si de- 
comporrebbe dapprima la velocità data 
MF secondo le due direzioni OY^, OY^, 
mediante il parallelogrammo MCFDy 
ottenendosi per lo stesso le due velo- 
cità componenti MCy MD; quest*ul- 
Y tima si decomporrebbe a sua volta se- 
condo le direzioni X, , X^ , mercè 
il parallelogrammo MADB, e cosi la M F si troverà decomposta nelle 
tre MAy MBy MC secondo le direzioni assegnate; ma queste velocità 
componenti dipendono dalla direzione del quarto asse Y^ preso arbi- 
trariamente, e poiché il medesimo può prendersi in infinite direzioni, la 
indicata decomposizione sarà eseguibile in infiniti modi, non già in ma- 
niera unica e determinata; ciò a più forte ragione avverrà, se le direzioni 
assonate fossero in maggior numero di tre. 




16. Il procedimento indicato servirà altresì a trovare il movimento 
risultante di un punto M animato da un numero qualsiasi di movimenti 

F. Caldarbra. — J/mmimm. I 
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rettilinei uniformi, le cui direzioni, per maggiore generalità, le supponiamo 
ih piani diversi. Infatd^ sieno (fig. 4) MA^y MA^y . . . , MA^ le velocità 

dei singoli movimenti dati; si comporranno 
dapprima i due movimenti che hanno per 
velocità MA^y MA^y mediante il paralle- 
logrammo MA^ V^A^y sicché in loro vece 
si potrà sostituire il movimento risultante, 
che ha per velocità Af V^ ; indi si comporrà 
questo col terzo movimento dato, la cui 
velocità è rappresentata da MA^y mercè il 
>t parallelogrammo MV^V^A^yt si otterrà la 

velocità MV^ del movimento sostituibile ai primi tre movimenti consi- 
derati; Cosi continuando, si arriverà finalmente ad ottenere la velocità 
M V^ del movimento risultante da tutti gli n movimenti dati, e con essa 
là direzione della trajettoria rettilinea, che percorrerà il mobile nel suo 
movimento reale (la fig. 4 è per « = 5, senza che perciò resti limitato 
il ragionamento). 

Si rileva dallHndicata costruzione essere MV^ Tultimo lato del po- 
ligono MA^V^V^ ... V^y i cui lati successivi sono equipollenti alle ve- 
locità dei movimenti componenti, e di conseguenza va stabilita la se- 
guente regola: 

Allorché sono dati più movimenti rettilinei uniformi, che animano 
contemporaneamente un punto, per determinare il movimento risultante, si 
prenda la posizione' del mobile ad un dato istante ed a partire dalla stessa 
si costruisca un poligono, i cui lati successivi sieno equipollenti alle ve- 
locità dei movimenti simultanei, il lato che chiude questo poligono de- 
termina la velocità del movimento risultante, ed al tempo stesso la po- 
sizione dèlia trajettoria rettilinea ch^ percorre il mobile nel suo movi- 
mento reale; il poligono sarà piano o storto, secondochè le direzioni dei 
movimenti simultanei sieno in uno stesso piano, od in piani diversi. 

Quando si ha da comporre tre soli movimenti, che non sieno di- 
retti in uno stesso piano, la costruzione anzindicata si riduce alla for- 
mazióne del parallelepipedo, i cui tre spigoli intorno ad M (fig. 5) sono 
le velocità MA^y MA^y MA^ dei tre movimenti dati, la diagonale MF 
determina la velocità del movimento risultante, ed altresì la posizione della 
sua trajettoria. Dalla stessa costruzione risulta, reciprocamente, potersi de- 
comporre un movimento rettilineo uniforme in altri tre simili di direzioni 
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assegnata OX,, OX^, OX^ in piani diversi, da considerarsi quali mo- 
vimenti simultanei; bastando all'uopo che con la velocità data AfF e le 

assegnate direzioni si costruisca il paral- 
lelepipedo MA^A^A^V, di cui M F sia una 
delle diagonali, e conseguentemente i tre 
spigoli contigui MA^y MA^^ MA^ de- 
terminano le velocità dei movimenti ri- 
chiesti. Risulta altresì che la decomposi- 
zione di cui parliamo non può farsi, in 
^ maniera unica e determinata, secondo quat- 
tro o più direzioni date in piani diversi 
(la dimostrazione sarebbe analoga a quella 
in fine del § prec.). 




17. Passiamo alla considerazione dei movimenti simultanei qualun- 
que, siano curvilinei ed uniformi, o vari con qualsiasi direzione; si potrà 
sempre riguardare ogni movimento simultaneo come una successione di 
movimenti elementari eseguiti in elementi di tempo infinitamente piccoli 
dty ciascuno dei quali si riguardi come rettilineo ed uniforme; con tale 
considerazione, per determinare il movimento risultante, basta che si ap- 
plichi la regola sopraindicata in ognuno dei successivi elementi di tempo 
diy cioè: 

I® Valutato il cammino infinitamente piccolo sulla rispettiva traiet- 
toria di ogni movimento simultaneo nell'elemento di tempo d/, e dino- 
tati d 5j codesti cammini (k = 1, 2, . . . , n, nell'ipotesi che i movimenti 
componenti sieno in numero di «), con gli stessi rfjj si costruirà il poli- 
gono sopradesignato^ il cui ultimo lato darà in grandezza e direzione il 
cammino elementare ds del movimento risultante. 

2° Sulle direzioni delle tangenti alle trajettorie dei singoli movimenti 
simultanei, a partire dalla posiziona che ha il mobile al tempo t, si pren- 
deranno i segmenti corrispondenti alle velocità Vj^ = dsj^idt, e sugli stessi 
si costruirà un secondo poligono, l'ultimo lato del quale darà in gran- 
dezza e direzione la velocità v =z dsidt del movimento risultante. 

3^ Analoga costruzione si eseguirà con le accelerazioni tangenziali 
dei singoli movimenti simultanei per conseguhre, in grandezza e direzione, 
l'accelerazione tangenziale del movimento risultante. 

n complesso di codeste costruzioni, eseguite in ognuna delle succes- 
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sive durstte elementari dty determinerà il movimento risultante nella du- 
rata finha t, cioè la trajettoria che descrive il mobile, la sua velocità e 
Taccelerazione tangenziale a ciascun istante. 

Dalle stesse considerazioni si deduce il mezzo di decomporre un mo - 
vimento elementare dato di qualsiasi specie in due, secondo direzioni as- 
segnate in uno stesso piapo contenente l'elemento dato, e parimenti di 
potersi decomporre in tre movimenti simultanei, secondo tre direzioni 
assegnate in piani diversi; con la medesima regola si potranno scomporre 
altresì la velocità e l'accelerazione tangenziale del movimento elementare 
dato. 




i8. Accelerazioni tangenziale, centripeta, totale nel movimento 
cuRvn.iNEO. — Sia AB h trajettoria di un punto mobile (fig. 6), che occupi 

•yp la posizione M al tempo t, ed M' al tempo 

, / -f- A/, e sieno v, t; -j- Az; le velocità in 
esse posizioni, rappresentate da MF, M'V 
sulle rispettive tangenti; per M si conduca 
M U equipollente ad M' P, e con M U per 
diagonale, M V per uno dei lati, si formi il 
parallelogrammo MVUS; potendosi consi- 
derare M U come risultante dalla composi- 
zione dei due vettori M F, MS, questo dui^- 
que rappresenta la velocità, che composta 
con la V del mobile in M, fa si che esso 
acquisti in Af' la velocità v -j- ^v. Sia MN la normale principale alla 
curva nel punto M, la quale trovasi nel piano dei vettori MV, MU, ed 
essendo la stessa incontrata in P dalla US prolungata, si riguarderà MS 
come risultante dalla composizione dei due vettori ortogonali MP, MQ=PS, 
pei quali, dinotato e l'angolo VMU, si hanno: 

MP=: (v rf A v) sen e, MQ = PS = (v + Av) cos e — v, 

MS" = MF + MQ\ 
Facendo convergere A t a zero, dietro la durata infinitamente piccola 
di la posizione M' del mobile sarà infinitamente vicina ad M, e desi- 
gnato s l'arco della trajettoria A M contato nel senso positivo a partire 
da un'origine fissa arbitraria A, si bz MM' = ds; h ^v allora diventa 
dv, ed 9 è l'angolo di contingenza, espresso dd rapporto dsip, dino- 
tandosi con p la lunghezza nella direzione Af N del raggio di curvatura 
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della trajettoria al punto Af; in conseguenza si ottengono per l'espres- 
sioni precedenti dei vettori MQ^ MP, MS^ trascurando g^'iufipite^imi 
di ordini superiori al primo, 

n lìmite del rapporto MS : A ty facendo decrescere A / verso zero, si 
chiama la derivata geometrica di Af F, ed è la misura dell'accelerazione 
che anima il mobile a passare neUa durata infinitamente piccola di dalla 
posizione M con la velocità v alla posizione M' con la velocità v -f- dv, 
la quale perciò dicesi accekraifione totaU; essa ha per componenti, secondo 

la tangente alla trajettoria in Mh MQ:dt = ^v: ^^, che è appunto quella 
denominata aculeraxjone tangenxjaUy e secondo la normale principale 

MN la MP:dt = — -tt = — , che dicesi centripeta; conformandoci 

alle segnature usuali, dinoteremo a l'accelerazione totale,; la tangenziale, 
h la centrìpeta, espresse per le formole: 

/-dt-dt^^ ^ - p - p \dt)' 

e dalle quali risulta : i^ nel movimento rettilineo, essendo p infinito, l'ac- 
celerazione centripeta è nulla, quindi l'unica accelerazione che anima il 
mobile coincidente con la trajettoria eh dvidt; 2^ nel movimento curvi- 
lineo uniforme, essendo v costante, l'accelerazione tangenziale è nulla, 
esistendo soltanto la centripeta v' : p, la quale pel movimento circolare è 
costante, in ragione inversa del raggio dello stesso circolo. 

V. — Movimenti projettati sopra piani o sopra assL 

19. L'impiego delle projezioni permette di semplificare notabilmente 
lo studio dei problemi di Meccanica, giacché il metodo projetdvo riduce 
la considerazione di un movimento qualsiasi nello spazio a quella di mo- 
vimenti piani, ed anche a movimenti rettilinei. 

Projezione su PIANI. — Sia AB (fig. 7) la trajettoria percorsa dal 
mobile nello spazio, e sieno dati un piano iu ed una retta d non giacente 
in esso piano; se si projettano su ir le posizioni del mobile mediante 
un fascio di rette parallele a dj ad ogni posizione Af nello spaóo cor- 
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risponderà un punto su ne, e con la successione di questi punti si avrà 
una linea a b, in generale diversa ^ AB^ che è la projezione della trajet- 
toria del mobile sul dato piano; questa stessa linea ab à, può conside- 
rare come trajettoria di un secondo punto mobile nel piano tt, che si 
esegue con tale relazione al primo, sicché essendo M, Af' , M", . . . , 

diverse posÌ2doni del mobile nello spazio 
in fine dei tempi ^, /', r' , . . . , ed w, 
m', m", ... le relative posizioni del se- 
condo mobile, corrispondenti alle proje- 
zioni del primo, esso secondo mobile nel 
percorrere la a ^ metterà, per passare da 
m in in\ da ;»' in m" , ... le medesime du- 
rate ì* — /, /" — /',..., che impiega il pri- 
mo mobile ad andare da M in M', da 
Ai' in Af", e via di seguito. 
I due movimenti che in tale modo si corrispondono, avvengono 
nello stesso verso, e le loro velocità, parimenti le accelerazioni tangen- 
ziali, le une e le altre essendo dirette secondo le tangenti alle rispettive 
trajettorie, saranno pel movimento projettato le rispettive projezioni di 
quelle del movimento nello spazio; giacché la tangente ad un punto di 
a^ é la projezione della corrispondente tangente za AB t quanto ai 
valori assoluti si osserva che essendo MM' =^ dS, mm! =i ds i cam- 
mini infinitamente piccoli percorsi dai due mobili nell'elemento di tempo 
d/, dinotate V^v le rispettive velocità, / ed ; le accelerazioni tangenziali, 
si hanno : 




v-él j- 

'^ dt ' ^ 



dV 
dt 



V := 



ds_ 
dt 



dv 

f = dT' 



quindi le proporzioni: 

v: F = ds : dS, j : J =: dv : d F y 
adunque le due velocità sono nel rapporto degli spazi percorsi sulle re- 
lative trajettorie, e poiché l'uno é projezione dell'altro, ne deriva essere 
V la projezione di F, parimenti ; é la projezione di / stanteché dv é la 
projezione di dV; si dimostra pure facilmente che la projezione dell'ac- 
celerazione totale é l'accelerazione totale del movimento projettato, ba- 
stando all'uopo che si consideri la projezione sul piano ir delle linee nello 
spazio rappresentate dalla fig. 6* del § prec. 

Per la notata correlazione fra i due movimenti, il secondo dicesi 
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movimento prò j citato sul piano % secondo la direzione data d del movi- 
mento nello spazio. 



20. Preso in w uil punto fisso 0, e tirati per lo stesso i raggi alle 
diverse posizioni del mobile reale^ ed alle corrispondenti del mobile fit^ 
tizio eseguente il movimento projettato, si può determinare la velocità 
areolare di quest'ultimo movimento rispetto ad 0; a tale oggetto si con- 
ducano in te due assi coordinati Ox^y Ox^ sotto un angolo^ il cui seno 
sia designato P,,, e sieno x,, x, le coordinate della posizione m del mo- 
bile fittizio al tempo <, x, -f- dx, , x^-\' dx^ quelle relative alla posizione 
m' al tempo / -[- d/, dietro la nota formola esprimente Tarea di un trian- 
golo dipendentemente dalle coordinate cartesiane dei suoi vertici, appli- 
cata alla d (5 del triangolo infinitesimale, che ha per vertici il punto fisso 
O e le due posizioni m, m' anzindicate, si ha 

I X, X, 

I X, -f-dx, x^-^-dx^ 
IO o 

e di seguito per la velocità areolare 



d<y = — 

2 



Pia = -r(*i^^a — •^a^^,)P,a> 



(X) 



0) 



"2 y^dt 'dt /P"' 



Se si projetta il movimento di un punto nello spazio su i piani di 
tre assi coordinati Ox,. (i = i, 2, 3), prendendo per direttrice rispetto 
al piano di due assi il terzo asse, si può avere riguardo alle velocità 
areolari 0»,^, w^^, to^^ dei tre movimenti projettati rispetto alla medesima 
origine 0, ed a tale oggetto dinotati P,j, p^^, ^^^ i seni degli angoU for* 
mad dagli assi Ox, , Ox,, Ox^ presi a coppie^ essendo x, le coordinate 
della posizione M del mobile al tempo /, ed x. -f- dx, quelle della po^ 
sizione M' infinitamente vicina alla prima, corrispondente al tempo i-^ dt^ 
si avrà per l'espressioni delle cennate velocità la stessa (i) e le sue conse- 
guenti con le sostituzioni Circolari successive nel gruppo (i 2 3) degl'indici. 

Nel caso del movimento piano, se si riferisce ad un triangolo fon- 
damentale (§ 4), poiché l'area S di un triangolo qualunque, dato per le 
coordinate trilincari xj, x'/, x'" dei suoi vertici, va espressa per la 



formola 
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cosi designate o. le coordinate del punto 0, rispetto al quale si vuole 
la velocità areolare Q, punto fisso che si prende per uno dei vertici del 
menzionato triangolo, di cui gli altri due vertici sono le posizioni tn, nC 
in6nitamente vicine del mobile, dinotandosi x. le coordinate di m, ed 
X,. -f- àx^ quelle di m', rappresentata con abbreviazione la matrice del de- 
terminante compreso nella (2) si ha per la richiesta velocità areolare : 



(3) 



8A* L • »^« J' 



e quando per si prende uno dei vertici del triangolo fondamentale, il 
vertice 3 p. e., essendo allora <j, = o^ z= o, / == 2 A, si ha semplicemente 



(4) 



i^ KK / àx. dx,\ 

4A \ 'di ^dt ) 



A>: S 




21. Projezione su ASSI. — Sieno dati una retta / (fig. 8) ed un piano 

^ non passante per la retta, si po- 
trà projettare le posizioni del mo- 
bile M sulla retta mediante un 
fascio di piani paralleli a S, si 
otterrà cosi un movimento ret- 
tilineo, che si effettua con le stesse 
leggi del movimento projettato 
su di un piano, e si denomina 
perciò movimento projettato so- 
pra un asse, secondo la direzione di un dato piano; in questo movimento, 
tanto la velocità quanto l'accelerazione sono dirette secondo l'asse di 
projezione, e sono le rispettive proiezioni di quelle del movimento nello 
spazio. Allorché la trajettoria è piana, e l'asse tracciato nello stesso piano, 
la projezione può farsi mediante un fascio di rette parallele ad una retta 
direttrice giacente nel medesimo piano. 

/• y L'indole del movimento projettato so- 

^ pra un asse, al pari di quello projettato 

su di un piano, è in generale differente 
dal primitivo, allorché non sia questo ret- 
Xt tilineo. Per darne un esempio, suppo- 
niamo che un punto percorre un cerchio 
di centro e di raggio r (fìg. 9) con 
movimento uniforme di velocità F, e par- 
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tendo dalla posizione / vada nel senso indicato dalla freccia ff sia M^ 
la posizione al tempo t^, Af al tempo /; projettato questo movimento sul- 
Tasse x^x[ passante per 0, e perpendicolare al diametro condotto per M^, 
sia preso questo diametro per la retta direttrice del movimento ptojet- 
tato, alla posizione M del mobile reale corrisponderà la posizione m su 
x^^i y diguisachè riferendo questa al punto quale origme dello spa^ 

zio, SI ha i ^ Orrif ossia 

(5) 5 = rsen^< — 0, 



in cui r designa il tempo che mette il mobile reale a percorrere l'intera 
traiettoria. 

Si ritorna cosi al movimento esairdnato nel § li, cioè al movi- 
mento alternante tra i pund AyA\ che sono l'estremità del diametro 
coincidente con Tasse di projezione, movimento mtto affatto diverso dal 
dato, e di cui nel citato § sono state rilevate le specifiche proprietà. 

22. Riprendendo la considerazione del movimento projettato sull'asse 
x^ x\ di un movimento qualsiasi nello spazio, se dello stesso asse si prende 
un punto fisso O per riferimento delle posizioni del mobile fittirio, di- 
notata X, la distanza ad della sua posizione m al tempo /, è evidente 
che questo movimento sarà completamente determinato, conoscendosi la 
relazione analitica che lega x^ a X, cioè essendo data l'equazione Jc, = 9^ (/); 
parimenti, projettando lo stesso movimento sopra altri due assi x^ x\ > Jc x' , 
che per maggiore semplicità supponiamo intersecarsi col primo nel punto 
O, i corrispondenti movimenti projettati saranno egualmente determinati, 
se si abbiano l'equazioni x^^ = 9^(<), x^ = 9^0, essendo x,, x^ le di- 
stanze ad 0, che danno le posizioni su i denotati assi dei dile mobiH 
fittizi eseguenti i rispettivi movimenti projettati. 

Quando per piano direttore à della projezione sU di un as^e si prende 
il piano degli altri due assi, le x^ per uno stesso tempo ì tion sono the 
le coordinate, le quali determinano la posizione Af del mobile nello spazio 
al tempo i, e con queste condizioni l'equazioni (i) del § 2 : 

(0 ^i = ?i(0> (1=1,2,3) 

mentre servono a fissare le posizioni del mobile reale neDo spazio col 
variare di /, ciascuna individualmente dà la legge del movimento projet- 
tato sol relativo asse; conseguentemente, per le Velocità t^; ^ e pe<! le ac- 
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cekraàoni a. dei detti tre movimenti projettati, si hanno 
(7) v, = ^' = 9;(0. a, = ^' = 9r(0- 

Codesti movimenti projettati si possono riguardare altred come àr 
multanei, animanti il mobile nello spazio secondo le direzioni degli assi 
coordinati, il cui movimento reale è il movimento risultante; quindi la 
sua velocità t; e la sua accelerazione totale a si ottengono componendo 
rispettivamente le v.^ a. coi procedimenti già designati (§ lé e seg.) Os- 
serviamo del resto, riprendendo l'esposto del § i8, che le projezioni su 

ì tre assi coordinati Ojc, dei vettori AfF,M t7 sono -j7^, Tr-A-d-rr-, e 

al al al 

dinotati dr^ quelle di Af5, polche le anzicennate di Af (7 sono somme 

delle rispettive di MT, MSj ne derivano dr^ = d-j-^^ e per k proje- 
zioni dell'accelerazione totale sì hanno 

dr. d*x. 

intanto designati a^ i coseni direttori degli angoli che la tangente in Af 
alla trajettoria forma coi tre assi coordinan, e ^. quelli della normale 
principale Af N, si hanno le relazioni (Serret, Cak. diff.j § 263): 

Ì^ — 1l 

ds ~ ^ ' 

mz^i = p.^ = ^a^, differenziando rispetto a I, ne derivano Te- 
di ds dì di * r » 

spresaoni 

che dimostrano essere le projezioni a,, dell'accelerazione totale le somme 
algebriche delle projezioni dell'accelerazione tangenmle e della centripeta; 

essendo d'altro canto ^aj = ^pj = i , X*.Pi = ^» (* = ^> ^> 3)> 
ne deriva la nota ^[ua^ìanza, terza (i) del § 18, 

Per adattare le precedenti formole al caso del movimento piano, che 
sia riferito a due assi coordinati Ox, , Ox^ tracciati nello stesso piano, 
basta supporre jc^ = v^ = a^ = o, ossia basta limitare l'indice ì soltanto 
ai valori i, 2. 

23. Se per mag^ore generalità si riferisce il movimento ad un pò- 
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liedro P di n facce, come sì è detto nei 5S 3» 4> e si considera una stella 
di n rzgff, avente per centro un punto fisso O, dinotati Ox. (1=1,2,..., fi), 
i quali siano rispetdvamente perpendicolari ai piani delle facce B^ del polie- 
dro, projettando il movimento sopra ciascun raggio, preso pel relativo piano 
direttore quello della faccia del poliedro che gli è perpendicolare, si avranno 
in tal modo n movimenti projettad, che in coesistenza possono riguar- 
darsi quali movimenti simultanei, animanti il mobile reale con direzioni 
perpendicolari alle facce del poliedro, il movimento del quale è perciò un 
movimento risultante. 

Si dinotmo if. i punti d'incontro dei raggi Ox^ coi piani delle B., 
e àa preso ognuno per riferimento delle varie posizioni del mobile fit- 
tizio eseguente il movimento projettato sul relativo raggio, dinotata x, la 
distanza da R. della posizione che l'accennato mobile ha nel tempo f, 
evidentemente tale movimento projettato sarà completamente determinato 
conoscendosi regressione analitica che 1^ x^ al tempo t, ossia essendo 
data l'equazione Xj = f.0, intendendosi per f.(^) una certa funzione 
continua e ad un solo valore della variabile /; dunque, per essere deter- 
minati gli n movimenti projettati, quali li abbiamo ora definiti, bisogna 
e basta che sieno date n equazioni, 

(9) *.=?i(0» (irsi, a,.... Il), 

risultandone per le relative velocità v^ ed accelerazioni a. l'espressioni 

(IO) v, = ^ = ?:(0, a, = ^' = ?;'(0. 

richiedendosi perciò che dascuna delle f .(<) abbia la prima e seconda 
derivata anch'esse funzioni continue e ad un solo valore della variabile /; 
la velocità v e le accelerazioni di varia specie del mobUe reale si otter- 
ranno per formole, che daremo più innanzi limitatamente al caso di 
aversi per P un tetraedro. 

Intanto le x. per uno stesso valore di t sono equipollenti alle per- 
pendicolari tirate dal punto mobile M sulle n facce del poliedro, ossia 
sono equipoUenti alle coordinate poliedriche, che fissano la posizione Af 
del mobile nello spazio, quindi l'equazioni (9) corrispondono alle n equa- 
zioni risolute di quelle in forma (5) indicate nel § 3, e devono quindi 
sodisfare all'equazione (6) di detto §. 

Allorché il movimento è piano, e si riferisce ad un poligono di n 
hdf come si disse nei §§ 3, 4, adoperando perciò le coordinate poligo- 
nali Xj (ì = I, 2| .^ • , ff) per determinare la posirione Af del mobile 



f tt 9Atn I. -rCIHBIIATIGA. 

g— ^<^' I !■ . ■^■^^^ - ■ '1 - ■ ' I— ^^^— ^■^»— ^^■^— ■■.»■■■ ■ I »l^l.l 

all'istante f, tracciati nello stesso piano i raggi di un fascio rìspetti- 
yameQte perpendicolari ai lati l. dei poligono, sia projettato il movimento 
reale su ciascuno degli n raggi, prendendo per retta direttrice il lato dd 
poligono al qujile il raggio in considerazione è perpendicolare; si avranno 
^osl n movimenti progettati, ai quali si possono applicare le superiori con* 
veqzioni e designazioni relative al movimento nello spazio, surrogandosi 
alla dinotazione delle facce del poliedro quella dei lati del poligono, e le 
corrispondenti X; dovranno sodisfare all'equazione (7) del citato ^ 3. 

n sistema di projezione sopraindicato include come caso particolare 
quello sugli assi coordinati nel sistema cartesiano, perciocché trattandosi 
dei movimento nello spazio, se si restringe a prendere per riferimento 
un parallelepipedo, i raggi dell'indicata stella risulteranno a coppie 
coincidenti, o l'uno in prolungamento dell'altro, e costituiranno perciò 
tre assi coordinati aventi O per origine, su i quali si avratmo i movi- 
menti proiettati; parimenti, essendo il movimento piano, se nello stesso 
piano si prende per riferimento un parallelogrammo^ i rag^ dell'indicato 
fascio 0, su i quali si es^;uiranno i movimenti projettati, risulteranno 
a coppie coincidenti, o l'uuo sui prolungamento dell'altro, quindi forme- 
ranno due assi coordinati con l'origine in O. 

Nel seguito ci restringeremo a prendere per riferimento im tetrae- 
dro, trattandosi del movimento nello spazio, un triangolo pel movimento 
piano; e sono coerentemente applicabili agli stessi tutte le osservazioni 
ed indicazioni precedenti, solo che ci limitiamo a dare all'indice i nel 
primo caso i valori i == i, 2^ 3, 4, e nel secondo i = i, 2, 3. 

VL — Forinole generali pei movimenti sopra deflnitL 

24. Osserviamo anzitutto che, avendosi (fig. 5 del § 16) tre assi 
coordinati OX^ (i = i, 2, 3), formanti tra loro angoli, i cui coseni sieno 
*ij> *a}> *3i f ^ avendosi un parallelepipedo coi tre spigoli contigui MA^ 
rispettivamente paralleli ai predetti assi, formanti perciò tra loro gli stessi 
angoli, e sieno dinotati con l la diagonale MV, s. gU spigoli Af^^, ed 
a^ i eoseni degli angoli che la diagonale forma con essi, ovvero con gli 
assi coordinati, preso in considerazione il quadrilatero storto MA^ P^ FAf, 
si ottengono le relazioni 

ed altre due che derivano da quest'ultima con le sostituzioni circolari 
successive nei gruppo (i, 2, 3) degl'indici 
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Si moltiplichi la prima per /, indi si sostituiscono le /«^ fornite dalla 
seconda (a) e sue conseguenti, si ricava 

dando ad i nei primo sommatorìo i valori i, 2, 3, e nel secondo si darà 
al gruppo b k d^'indicì tutte le combinazioni binarie semplici degli stessi 
numeri i, 2, 3; la medesima costituisce una relazione fra la diagonale, i tre 
spigoli e gli angoli fra essi compresi del parallelepipedo, la quale se gli 
assi sono ortogonali, cioè che il parallelepipedo sia rettangolare, diventa 
semplicemente : 

Si prenda in considerazione una seconda retta MV formante coi 
tre assi OX^, e perciò coi designati spigoli del parallelepipedo, angoli, i 
cui coseni li dinotiamo a!; indicando con x il coseno dell'angolo che 
questa seconda retta forma con la Af F, e progettando sulla stessa il qua- 
drilatero storto sopraindicato^ si ha 

scrivendo quest'equazione, e la seconda (a) con le conseguenti nel modo 
che segue: 

— *' + <^, + <^ + *1 ^, = o, 

— «,' + I- ^, + «,a^ + «„^, = O , 

— «a' + ««^. + I -^3 + Vj = ^> 
~ *3^ + V« + Vi -f I '^1 == ^» 

si rileva che per la loro coesistenza deve sussistere l'equazione: 



(3) 
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= 0, 



la quale serve a calcolare per mezzo del coseno k l'angolo fra due rette 
qualsiansi nello spaào, conoscendosi gli angoli che ciascuna forma coi 
tre assi coordinati. 

Allorché questi sono ortogonali, quindi a,, =z «^^ ^^^1% s=> 0, si ha 
semplicemente 

(4) » = Z«i<» 

e secondochè le due rette sieno perpendicolari o coincidenti, ne derivano 

le relazioni 

(j) Z*i< = o» Z< = i- 
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25. Siano M, M' due posizioni di un punto mobile ai tempi /, /', 
determinate dalle coordinate x. , xj , e sia / la distanza M M'i se con que- 
sta per diagonale, ed i tre segmenti equipollenti alle differenze x. — x\ 
presi per ispigoli contigui, si forma il corrispondente parallelepipedo, in 
forza della (i) viene 

(6) r = !(*,- *;.)* + 2 2;(x»-x\)(*»-x'0«„, 

e se la posizione M' sia infinitamente vicina ad M, quindi t' = t^ dt^ 
essendo allora ds l'elemento infinitamente piccolo della trajettoria de- 
scritto dal mobile nella durata di, avendosi perciò x| = jc^ -f- ^^»> P^^ 
la precedente espressione risulta 
(7) ds' = J^dx','^2Xàx,dx,cL,,; 

divisa quest'ultima equazione per df,Q stantechè per la velocità v del 
mobile e per le velocità v^ dei movimenti projetcati si hanno v =z dsidt, 
V- = dx. :dty ne deriva 

(9) V' = X^',+2J^V,V,X,,. 

Differenziata la (8) rispetto a /, attesoché per l'accelerazione tan- 
genziale ; e per le accelerazioni a. dei movimenti projettati sì hanno 
j z=. dv \ di = d*s : df, a. ^ dv. : di = d^x^ : di^, si consegue 

(^0) ; = Z J7 '^^ + Z [jT ^'' + 57^*»)*"' 

infine per la stessa relazione (i) applicata al parallelepipedo formato dalle 
a. per spigoli ed a per diagonale, viene la seguente relazione tra Tac- 
celerazione totale del mobile e le accelerazioni dei movimenti projettati, 

(11) ^' = Z^' + 2Z^*^à«»- 

Nelle precedenti formole (é), . . . , (11) i sommatorì vanno estesi 

ai valori degl'indici i, hk come per la (i); e le medesime nel caso degli 

assi ortogonali si semplificano come segue: 

J^ljf^i^l-JT'W* «* = Z«: = Z(3f)- 

26. Supponiamo gli assi coordinati ortogonali, descrìtta col centro in 
la sfera di raggio i , i piani coordinati la scompongono in otto trian- 
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geli trirettangoK, uno dà quali nella fìg. io sia rappresentato da PEQ, 

essendo E, Q, P ì punti d'in- 
contro di essa sfera coi tre assi 
X. ; sia M una posizione dei 
mobile di coordinate x., con- 
dotto il raggio vettore M che 
dinotiamo r, esso o il suo pro- 
lungamento incontrerà la sfera 
nel punto /, ed il piano a dello 
stesso vettore e dell'asse OX^ 
la s^herà in un circolo mas- 
simo di cui PL è un quadrante; per fissare la posizione del punto /, e 
con esso quella del raggio vettore OM, consideriamo come dati l'arco 
IP che dinotiamo 0, misura dell'angolo MOX , e l'arco EL che desi- 
gniamo f y il quale misura il diedro formato dall'indicato piano <j col 
piano dei due assi OX^, OX^. 

La posinone M del mobile va cosi determinata dai detti due archi 
od angoli f , 6, che dìconsi le coordinate sferiche, ed anche la longitu- 
dine e collatitudine del punto M, e dalla lunghezza r del raggio vettore, 
i quali tre elementi r, f , 6 diconsi pure coordinate polari; or è facile 
rilevare che tra queste coordinate e le cartesiane ortogonali x. dello stesso 
punto coesistono le relazioni : 

(13) jc, = rcos^senO, jc^ = rsen9sen6, Xj = rcos6, 

(14) r = fxì4-x: + xj, tan9=^, cos6==p====. 

Dalle primeve stantechè ds* = ^dx*, si deduce 

(15) ds* = dr" + r'd^* + r*sen^6rf9S 
e da questa risulta, in primo luogo 

co "■=(lf)+'-(^)'+^-(^)' 

in secondo luogo 



(17) 



' ds'di'^^ ds'df^^^ ds'dt' ^"^ ds \dt) 
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I r «.<**? I bar Ì9 . .(ie d9V 

3 raggio vettore, e le velocità angolari di collatitudine e di longitudine le 

^ ~j7 9 r sen -r^ si dicono velocità di circolazione in latitudine, ed in longitu- 
»# al 

dine; j-^ è Taccelerazione di scorrimento lungo il raggio vettore, e le r -j-i , 

r sen 0-r-^ sono le accelerazioni tangenziali dei movimenti di circolazione 
ai 

in latitudine ed in longjitudine. 

27. Movimento piano. — Tutte le formole riportate nei due §§ pre- 
cedenti si adatteranno ai movimento piano, riferito a due assi OX,, OX^ 
tracciati nello stesso piano, con porre x^ = 0, «^ = a == o, = 90**; 
quindi si hanno per assi obbliqui 

/* = (*. - xy + (*, - <)' + 2 (*. - *;)(*. - *'J«.„ 

\}9)\ . dx, , àx. , (dx. , dx. \ 

^ = ??''*« + dT''' + ÌJT"*' + JT '»•)««»• 

e per assi rettangolari (essendo a,, = o) : 

(20) \ . dx. t dx. , Ila 

in coordinate polari poi si hanno: 

(21) X, = r COS9, X, = r sen 9, r = t^x* + x*, tan 9 = jc, : x, , 

e nello stesso caso degli assi ortogonali, in dipendenza delle coordinate 
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polari, essendo a, = d' x, : d i* , a^ z=: d^x^idt^, ne derivano per le com- 
ponenti dell'accelerazione totale secondo il raggio vettore OM, e perpen- 
dicolarmente allo stesso, 

d'x, , d'x, d'r /doV 

(23) ,''^'^'d/ + ''"^^ = ^~'i?r)' 

d*x, d^x, d^(^ , dr do 

cos9-^-sen9^=--r-j^ + 25^.jf. 

28. Movimento riferito ad un tetraedro. — Consideriamo il 
movimento di un punto projettato su i raggi di una stella perpendi- 
colari alh facce di un dato tetraedro, ritenendo le indicazioni del § 23, 
quindi avendo riguardo alle coordinate tetraedriche designate nel 5 4> 
che determinano la posizione del mobile nello spazio a ciascun istante; 
àeno M, Af' due posizioni ai tempi t^ V determinate dalle coordinate 
Xj, Xj, / la distanza MM\ essa va espressa per la formola 

(24) J' = l £,(*,-*:)% 

in cui il sommatorio ^ si estende ad t = i, 2, 3, 4, ed i coefficienti 
E. sono forniti cioè, il primo dalla espressione 

(25) E, = (2D:, + 2D\^-{- 2D\^- Dl^-Dl- Dl):6H% 

e gli altri E^, E^^ E^ dalle formole conseguenti mediante le sostituzioni 
circolari successive nel gruppo (i, 2, 3, 4) degl'indici. 

Per due posizioni infinitamente vicine, designati ds l'elemento della 
traiettoria MM' descritto nella durata infinitamente piccola dt^ e dx^ÌQ 
differenze infinitesimali tra le coordinate, si ha 

(26) ds'=j;^E,dxU 

dalla quale equazione, divisa per dt*^ poiché per la velocità v del mo- 
bile reale, e le velocità v. dei movimenti projettati, si hanno v = ds:dt, 
v.=z dx.id /, risulta 

(27) ^'=Zf.(^y=If.t'n 

da quest'ultima differenziata rispetto a /, stantechè l'accelerazione tangen- 
ziale j =. dv \ di =• d^ 5 \ di' y e le accelerazioni dei movimenti projettati 
sono a^ = d" x. : d **, si trae 

(28) j = J^E.^.^=J_E,\a,, 

essendo \ i seni degli angoli che la direzione della tangente in Af alla 
trajettoria, ossia la direzione della /, forma con le facce B. del tetraedro 

F. Caldauksa. — ìitcumit*. S 



}4 PARTE I. — CINEMATICA. 

di riferimento; la stessa (24) poi dà 

(29) «* = lf.(^)=I^i«*- 

Tra le coordinate x^ di qualsiasi posizione del mobie deve sussistere 
la relazione 
(30) Z^i^i= 3^, 

e con le medesime (27), (i8), (29) coesistono pure quest*altre : 

(31) Z5.^. = o> Z^.^. = o; 

i sonìmatori Z ^ ^^^^^ ^^ precedenti formole, com^ psr la (24), vanno 
estesi ad i = I, 2, 3, 4. 

29. Quando il movimento è piano, e riferito ad Un triangolo fon- 
damentale, si projetterà su i tre rajgj di un fascio, l'uno e l'altro es- 
sendo tracciati nel piano della trajettoria, come si è indicato nel 5 23 
relativamente ad un poligono di n lati, ed avranno luogo le medesime de- 
signazioni, e relazioni in esso § stabilite, limitandole al caso di n = 3; per- 
tanto, ritenute altresì le designazioni del § 4, si osserva anzitutto che le 
coordinate x. della posizione M del mobile al tempo t devono verificare 

la relazione 

(32) Z/.^, = 2A, 

ed essendo x\ le coordinate di altra posizione M' al tempo t\ l la di- 
stanza MM\ si ha 

(33) i' = Xi^Xx, - xd\ 

in cui il coefficiente (i., è dato per l'espressione 

(34) ^ = (/:+^;-/!):2«.. 

e gli altri p.,, |i^ per le formole conseguenti da questa mercè le sostitu- 
zioni circolari successive nel gruppo (i, 2, 3) degl'indici. 

Se la posizione M' sia infinitamente vicina alla M, designato ds 
l'elemento della trajettoria MM' percorso nella durata infinitamente pic- 
cola di, t dx^ \q differenze infinitesimali tra le coordinate delle due po- 
sizioni, dinotate altresì v = dsidt la velocità del mobile, j = dvidt 
^=z d^sidt^ l'accelerazione tangenziale, a la totale, v. = dx^idt, ed 
tf . = d* X. : d I* le velocità e le accelerazioni dei movimenti projettati, con 
riguardo alla relazione (33) si hanno 

^«> I ; = Zi.,^.,..- = Zh(^)=ZM', 
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e con queste coesistono le relazioni 

(36) l,h^i = o, Z^i^. = o> 

il sommatorìo ^ in tutte le anzirìfcrite forinole devesi estendere ad 

i = I, 2, 3. 

Sia un punto di coordinate o^, reladvamente al quale dee valu- 
tarsi la velocità areolare del movimento piano in considerazione, per la 
stessa si ha come si notò nel § 20 



(37) 






e se si prende per il vertice del triangolo fondamentale designato 3, 
si ha semplicemente 

30. Trattandosi del movimento nello spazio riferito ad un tetraedro, 
se da un punto fisso 0, di coordinate o., si conduce il piano ic^^ per- 
pendicolare allo spigolo Z)j^, esso segherà le facce 5,, B, secondo le 
rette n, , «^ (fig. ii), il cui angolo è la misura del diedro D^^, e nello 

stesso piano si comprendono le coor- 
dinate 0,, 0^ del punto Of le quali 
sono rispettivamente perpendicolari 
ad n^yti^; projettato su questo piano 
il movimento, sia m la proJQzione 
della posizione M del mobile ad un 
dato istante /, quindi m quella del 
ra^o vettore Af , condotte per la 
estremità m di essa projezione le p^ , 
p^ perpendicolari alle n, , n^ , saranno 
le medesime equipollenti aUe coor- 
dinate X, , x^ del mobile Af nello spazio; si prolunghino le stesse p^, /), , 
se occorre dal lato opposto relativamente ad m, per incontrare in />', p" 
le 0,, 0^, ed a qu^te si tirino da tn le perpendicolari n^fj^^^nq^, digui- 
sachè si hanno 0(j^ = o^ — x,, Oq^=^ o^ — x,j dinotate 5,j 5, 1 scr 
guenti Op', Op", chi sono i lati contigui del parallelogrammo Op'tnp" 
comprendenti l'angolo a = 1 8o° — D^^ , ne derivano le relazioni 

(a) i>, — «, = 5, + 5a«>»«f* <>, — ^, =?=5, + 5,cosa, 
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dalle quali si deducono 

5, = [o, — X, — (o, — X,) cos a] : sen* a , 

5, = K — Jfa — (P, — X,) cos a] : sen' a , 
e di s^ujto 

^, = 5,sen a = -^K - ^a — (^. — ^,) cos a], 

mq^ = l^ cosa = ^^K — ^, — (^a - ^Jcosa]. 

Considerate le o, , o^ come lati di un triangolo fondamentale, met- 
tendovi in coesistenza per terzo lato una retta presa a piacimento nei 
piano Wj^, designato 3 il vertice in 0, le mq^, mq^ sono in tal modo 
due delle coordinate trilineari del punto tn riferito a codesto triangolo, 
da designarsi x, , x^, e stante l'espressioni (i), in forza della (38) si 
ottiene per la velocità areolare Q del movimento projettato sul detto 
piano Wj^, rispetto ad 0, 

(39) ",4 = [(^. - ^1)^ - (^a - ^3)^7^] • 2 sen 1)3^; 

per conseguire l'espressioni delle velocità areolarì, rispetto al medesimo 
punto 0, del movimento projettato su dascuno degli altri cinque piani 
condotti daO perpendicolarmente agli spigoli D^^, D^^y D,^, D,j, D,,, 
basterà nella (39) fare subire al gruppo degl'indici le sostituzioni 

(^■^Cn:)' (;t:!)- e.';:)' C';ì)' iìtvù- 

\i2 3 4/ \i 2 3 4/ \i2 3 4/ \i2 3 4/ \i 3 3 4/ 
Intanto, avendosi le due equazioni 

se fra le stesse si eliminano successivamente una ad una le B^ , jB^ , 2^^ , JJ. , 
con riguardo alla (39) e sue cons^;uenti mercè le sostituzioni (40), ne 
derivano le quattro equazioni 

B.Q.,senD,, + jB,Q.,senD., + B^Q,,scnD,, = o, 

JB, a,^ sen D,^ - JB3 a.^ sen D.^ - 5^ Q., sen D,3 = o , 
JB,a,^senD,^ + 5,a^senD^ + B^a,,senD,, = o, 

delle quali tre soltanto sono distmte, e l'altra è conseguente; infatti, se 
si moltiplica l'ultima pel rapporto £,:£,, indi si eliminano le Q^^ , Q^ 
mediante le prime due, si ricade nella terza, e cosi via. 

Tali equazioni (41) possono dunque adoperarsi utilmente per cai- 
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colare le incognite fra le sei velocità areolari O,^, 0,^, . . . , Q^^ delle 
quali ne sieno date tre; ed è notabile che ciascuna equazione comprende 
le velocità areolari prese nei piani perpendicolari ai tre lati di una stessa 
faccia del tetraedro, quindi per aver luogo il calcolo anzidetto, le tre ve- 
locità date devono riferirsi a piani perpendicolari a tre spigoli, che non 
appartengono ad una stessa faccia, cioè a dire bisogna che sieno prese 
tra quelle significate dalle seguenti coppie d'indici : 

(i2, 13, 14), (12, 13, 24), (12, 13, 34), (12, 14, 23), 

(42) /(^^* ^4> 34), (i3> i4> 23), (13,14,24), (12,23,24), 

(12, 23, 34), (12, 24, 34), (13, 23, 34), (13, 23, 24), 

04, 23, 34), (14, 24, 34), (14, 23, 24), (13, 24, 34). 

Fra le stesse (41) eliminate le jB. , e posto w^j = Oj^^ sen D^^j , dando 
^à hk tutte le combinazioni binarie semplici del gruppo (i, 2, 3, 4), si ri- 
cava l'equazione 

u u u o 

23 13 la 

24 •^14 ^ Il 
**34 ^ **i4 "^ij 

o u u u 

^ •*34 ••14 •^aj 

quindi sviluppato il determinante del primo membro, e rimettendovi l'e- 
spressioni di Uj^j^f risulta la seguente equazione di condizione tra le sei 
indicate velocità areolari 

^ X « Q Q sen D sen D — Q Q sen D sen D 
^ +Q^^Q^^senZ).^senD,3 = a 



= 0, 



VII. — Posizioni di un punto mobile riferito a due sistemi 

di assi ortogonali. 

31. Sia il primo costituito dagli assi OX. (i = i, 2, 3), che per 
brevità diremo sistema (X), il secondo dagli assi 0Xj^(k =^ ly 2, 3) che 
diremo sistema (x), essendo perciò ed le rispettive origini, le cui 
coordinate dinoteremo 0^^ del punto relativamente al sistema (x), ed 
0. del punto rispetto al sistema (X); le coordinate di un punto qual* 
siasi Af le designeremo X. se relative al primo sistema, ed x^ rispetto al 
secondo. Intanto codesti due sistemi possono trovarsi in due condizioni, 
o che gli assi dell'uno siano paralleli ai corrispondenti dell'altro, ovvero 
che formino tra loro angoli qualunque, i coseni dei quali li designeremo 
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Ujiii 



a.j, dando i successivi valori i, 2, 3 tanto all'indice t, che si riferisce 

agli assi del sistema (X)^ quanto al- 
l'indice ib rìferentesi al sistema (x), co- 
sicché a^j, p. e., è l'equivalente desi- 
gnazione di coseno ang. (OX^, ox^^ 
parimenti a,^ equivale a coseno ang. 
(OX, , ox^y e via di seguito. 

In quest^ultmo caso, com'è facile 
rilevare conducendo per (fig. 12) 
le tre rette qX\ parallele agli assi si- 
milmente indicati del sistema (X), doè 
X\ ad X, , e cosi delle altre, fra i 
coseni direttori a.j in forza delle (5) 
del 5 24 sussistono le relazioni 




(0 

(3) 

(4) 



Z«.-. 



'%% 



= Z< =Z<, =1, 
= Z«.-.«i, = Z«.-.«i, =0, 



Z*:» =Z«:» =Z*:» = 



Z «.» «,» = Z «.» «j» = Z «,» «,» = o. 

il sommatorìo ^ si estenderà ai valori i, 2, 3 della t per le (i), (2) 
e di A per le (3), (4). 

Con gli stessi x^^ si formi il determinante 



(«) 



D = 



II 



ai 



12 



n 



a_ a. 



ji 3» "33 

che moltiplicato per sé stesso, stante le precedenti relazioni, dà D' = i, 
quindi in generale si ha D == ^b ^j ^ d'altro canto dinotato /f.^ il mi- 
nore complementare algebrico dell'elemento 2,.|, si trova facilmente es- 
sere D = /f;j : a^.j , perciò H.^ = ^ a .j ; ma se i due sistemi di assi sono 
congruenti, ossia tali, che facendo girare l'uno di essi attorno alla pro- 
pria origine, si disponga rispetto all'altro in guisa che gli assi dìsdnti dai 
medesimi indici sieno paralleli e diretti nel medesimo verso, allora in co- 
desta posizione saranno a,, z= ge^^ z= a^^ = i, e tutti gli altri coseni di- 
rettori nulli, sicché £> = i, quindi per la congruenza si hanno D = i, 
//.j = a^.j, e per la incongruenza D = — i, H.^ = — a.j. 

Qò premesso, se gli assi dei due sistemi di eguale indice sono a coppie 
paralleli, essendo in questo caso Oj, = o. , tra le coordinate di uno stesso 
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punto M riferito ad amb^ue ì sistemi si hanno le relazioni 

(5) ^i = ^i + ^*> (i = *i=i. 2. 3) 
nell'altro caso, cioè che gli assi dell'uno siano comunque diretti rispetto 
a quelli dell'altro, projettando (fig. 1 2) il quadrilatero storto costituito dal 
raggio vettore OM t dalle coordinate x^ successivamente sulle rette oX\y 
perciò su gli assi OX,., si trovano le seguenti relazioni fra le coordinate 
dei due sistemi 

(6) ^i = ^i + Z«u^*> 

dovendosi per ogni valore i, 2, 3 di t estendere il sommatorio ai valori 
di /: = I, 2, 3. 

Risolvendo quest'equazioni rispetto alle X|^, si ha in primo luogo 
per la x, 



«u 


«., 


^, 




X,-o. 


«„ 


«.j 


*». 


*« 


*M 


*.-^ 


X. — 0, 


«« 


^3 


«J. 


»M 


*JJ 




^,-"3 


*j. 


«33 



e questa, attesocchè Z) = ^ 1, ed in corrispondenza si hanno H,.4 = 2h*it> 
si riduce semplicemente ad 

*. = «.. (^. - ".) + *» (X, - O + «,. (^, - ",) ; 

si Ottengono egualniente l'espressioni di x^, Xj, sicché le coordinate x^ 
relative al sistema (x) sono legate alle X, del primo sistema per le re- 
lazioni 

(7) ^» = Z«u(^i — o> 

estendendosi il sommatorio Z psr uno stesso valore i, 2, 3 di Jk ad 
i = I, 2, 3. 

Se le due origini d^li assi coincidono, ossia che si riferisca ciascun 
punto M dello spazio a due terne di assi ortogonali aventi la stessa ori- 
gine 0, poste perciò 0. = o nelle (6), (7), esse diventano semplicemente 

(8) X. = Z^*^*> x, — J^x.^X,, 

le quali espressioni devono verificare identicamente l'eguaglianza 

(9) Ix? = X*:. 

ciascun membro della quale esprime il quadrato del raggio vettore M. 
Ora, se in essa (9) si sostituiscano per le X^ le prime espressioni 
(8), dietro sviluppo ne derivalo le (1), (2), ed inversamente sostituendo 
le seconde (8) per le x^, si ricaveranno le (3), (4); dunque queste re* 
lazioni e le (i), (2) non sono dodici equazioni distinte fra i nove co- 
seni direttori a.^, ma bensì due sistemi, (i) e (2) l'uno, (3) e (4) l'altro, 
sostitaibiU scambievolmente, quindi non si hamio che sci equazioni di^ 
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Stinte fra i detti nove coseni direttori, in guìsacbè dati tre si possono 
determinare gli altri sei. 

32. Angoli Euleriani. — A luogo degl'indicati nove elementi a.^, 
Eulero introdusse tre angoli 9, ^, definiti come segue, pei quali la po- 
sizione dell'una tema di assi va completamente determinata rispetto all'altra, 
supposto sempre che i due sistemi abbiano la medesima origine: 

Sia NON' (fig. 1 3) l'intersezione del piano delle X, , X^ col piano 
delle X,, x^y e si ponga NOx^ = ?, NOX^ = ^y X^Ox^ = % questi 
tre angoli determinano senza ambiguità le posizioni degli assi del sistema 
(x) relativamente a quelli dell'altro sistema, potendo variare f e ^ da o 
a2ic, eOdaoa^; infatti s'immagini la sfera di raggio i col centro 
in 0, sulla quale i punti d'incontro con le tre rette ON^ Ox, , OX^ de- 
terminano un triangolo sferico, di cui due lati sono la misura degli an- 
goli 9, ^I^, il terzo misura l'angolo X^Ox^, ed a questo lato è opposto 
l'angolo 6, sicché ha luogo la relazione 
(b) a^j = cos 9 cos ^ -|- sen 9 sen ^ cos 6 , 

se all'asse Ox^ si sostituisce Ox^, pel relativo triangolo sferico devesi 

surrogare 9 + ?<>'* ^ ?> ed a^^ ad a^^ , 
quindi si ha 

ajj = — sen 9 cos ^-|- cos 9 sen <|/ cos 0; 
se poi nelle condizioni in cui si è ot- 
tenuta la (b) si surroghi ad X, l'asse 
OX^, bisogna che a ^ si sostituisca 
^ "h 9^^ ^ *ai ìiivece di a^^, per- 
tanto viene 

a, j = — cos 9 sen ^ -[- sen 9 cos ^ cos 0; 
e se agli assi X, , x, si sostituiscono 
rispettivamente OX,, Ox,, a 9 e ^ 
devonsi surrogare 9 -f- 90^ ^ + 90^ ^^ a^, ad a^^, ne deriva perciò 

a^j == sen 9 sen ^ -|- cos 9 cos ^ cos 6 . 
Le tre rette ON, X, , Ox^ incontrano la menzionata sfera in tre 
punti, che determinano altro triangolo sferico, i cui lati sono la misura 
degli angoli NOX, = 4^, NOx^ = 90^ X, OXj, e l'angolo opposto a 
quest'ultimo lato è 90® — 6, sicché ne risulta la relazione 

a^j = sen^ sentì, 
donde si deduce, ponendo ^ -^ 90^ in luogo di ^, cioè sostituendo ad 
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OX, l'asse OX,, 

a^ = cos ^ sen 6 . 

In ultimo luogo pel triangolo formato coi punti d'incontro della su- 
detta sfera e le tre rette OiV, OX^, Ox, , i cui lati misurano gli an- 
goli NOX^ = 90"*, NOx^ = 9, Xj OXj, ed a quest'ultimo lato è op- 
posto l'angolo -|~ 9^^ ^ consegue 

a^j = — sen^senB, 

e mettendo 9 -[- 90** invece di 9, ciò che vale a sostituire Ox^ ad Ox,, 

ne deriva 

a^ j = — cos 9 sen 6 , 

infine, stantechè X^ Ox^ = 6, si ha 

a^j = cos 6 . 

Riunendo l'espressioni sopra conseguite pei nove coseni direttori a^^, 
si forma il s^uente quadro 



(IO) 



a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 



ì 



'} 



= cos 9 cos ^ -4" sen 9 sen ^ cos 6 , 

= — sen 9 cos ^j/ 4" ^^s 9 sen ^j/ cos 6 , 

= sen ^ sen , 

= — cos 9 sen ^ -|- sen 9 cos ^ sen 6 , 

= sen 9 sen ^j/ + cos 9 cos ^|^ cos 6, 

= cos ^ sen 6 , 

= — sen 9 sen 6 , 

= — cos 9 sen 6 , 

= cos8. 



33. Supposto che i due sistemi di assi siano congruenti, si vuole 
determinare l'asse Ky attorno il quale si dovri far girare l'uno sistema 
per andare a coincidere con l'altro; a tale oggetto si osserva che OK h 
il luogo dei punti che hanno coordinate eguaU rìspìetto di diie sistetni, 
quindi se nelle (8) si eguagliano rispettivamente le X. del primo sistema 
con le x^ del secondo, ne vengono le tre s^uenti equazioni 



(...-i)X.+ 



«.. X, + 



(0 



«.,X.+ «.,Jf, + (.„-x)X, = o, 

le quali per essere coesistenti con valori delle X| difierenti dst te^o, ri- 

F. CàLMBBKA» ^ Uutmduu é 
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chiedono che si avveri l'eguaglianza 

a. 



('O 



«.. -I 



ai 



la 
«aa- I 



— I 



= O 



J« J» 33 

dò che è conforme alle condizioni di congruenza dei due sistemi di 
assi, cioè che preso in considerazione il determinante (a), devono avve- 
rarsi r^uaglianze D = i, a^.^ =: i/.^, ossieno 



w 






(/) «n = 


aa *aj 

a a 

J* 33 


> • " 



01 a oc 

a a OC 

ai *aa *aj 

a a a 

31 3^ 33 



= I> 



> *aa 



II 



3» 



13 



33 



33 



II 



ai 



la 



aa 



le quali verificano identicamente la (d). 

Dall'equazioni (e), accoppiando la seconda e la terza con riguardo 
alle relazioni (/), si ricavano i rapporti 

(n) ^ — ^1 = ^3 

* 1^ Il *aa '*33 "^la l^ '^'ai '^ij l ji 

e dalle stesse, accoppiando la prima e la terza, indi la prima e seconda, 
si conseguono altri rapporti, che possono anche dedursi da quest'ultimi 
con le successive sostituzioni circolari nel gruppo (123) degl'indici; dietro 
di che, combinando per prodotti le stesse (^) con le rispettive conse- 
guenti, si ottengono 

X\ ^ XI ^ X ] 

I + «.. — «aa — *„ I + «aa " «33 " *" ^ + *35 " *" ~ *"' 

e da queste eguaglianze, poste per brevità le ausiliarie 

ril^ i2'=^ + *«« — *" — *33> 2a'=I + «aa — «3,-«..> 
^ ^ Ì Q;=lH-«,3-«i.-«aa, 

da ciascuna delle quali sono deducibili le altre mercè le anzidette sosti- 
tuzioni negl'indici, ne derivano in forma di proporzioni l'equazioni del 

richiesto asse O/T, 

12) X,:Q. = X,:Q. = X^:Q„ 

onde, posto 

(13) «' = ì2+q:+q: = 3 -«„-««-«„, 

si ricava per l'espressioni dei coseni degli angoli, che lo stesso OK forma 
con quelli dei due sistemi di assi coordinati, 

(14) cosKOX. = cosKOxj^ = Q^: J?. (i = *= i, 2, 3> 

Infine si osserva che considerato il triangolo sulla sfera di centro 0, e 
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raggio I, determinato dai punti d'incontro della stessa con gli assi OX^^ 
X, , -ff, l'angolo G in iT è Tangolo di giro che deve eseguire il si- 
stema (x) per sovrapporsi all'altro, e poiché per esso triangolo isoscele 

a„ = cos^ X^OK + sen^ X^OK cos G, 
stante le (ii), (13), (14), ne deriva l'espressione 

(15) cos-ÌG = -jfi +«„ + «,, + «„, 
ovvero in seguito alle (io), 

(16) cos — G =cos — (9 — ^)cos — 6. 

34. Essendo le orìgini ed dei due sistemi di assi coordinati di- 
stinte, il caso che gli assi corrispondenti ai medesimi indici siano pa- 
ralleli è compreso nell'altro più generale, giacché basta che fossero 
a^i = a^^ = a^j = i, e nulli tutti gli altri sei coseni direttori, quindi, in 
ciò che va a seguire d atterremo a considerare gli assi dell'un sistema 
comunque inclinati relativamente a quelli dell'altro, e ne distingueremo 
i vari casi, in relazione anche al punto mobile : 

i^ Supponiamo fissi i due sistemi di assi e soltanto in moxnmento 
il punto Af , le cui coordinate X^ , Xj^ saranno perciò variabili, quindi fun- 
zioni continue, e ciascuna ad un solo valore del tempo {, parimenti le 
loro prime e seconde derivate, mentre tutti gli altri elementi Oj, 0. , x.^ 
rimangono costanti; pertanto, dinotandosi F., A^ le velocità ed accele- 
razioni dei movimenti projettati sugli assi del sistema (X), Q v^, Uj^ le 
corrispondenti rispetto all'altro (x), con la differenziazione dell'equa- 
zioni (6), (7) si ricavano 

(17) f^i = X^ik^k> ^i = Z«rt^*. 

(18) V4 = X«a^i» ^» = Z«a^i> 

i sonmiatori Z ^^^^ (^7) P^^ ^^^ stesso valore di t si estenderanno a 
i = I, 2, 3, e viceversa per le (18). 

2^ Si supponga fisso il sistema (X) ed in movimento l'altro (x), 
rispetto al quale il mobile Af avrà in tal caso im movimento relativo; 
allora, tanto le coordinate di M rispetto ai due sistemi di assi coordinati, 
quanto gli elementi 0., ol.j^ saranno variabili (funzioni di i come sopra 
significate), e mantenendo le stesse designazioni per le velocità ed acce- 
lerazioni dei movimenti projettati, inoltre dinotandosi u^ , & . le velocità ed 
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accdetaziooi dell'orìgine a rispetto al sistema (X), dalle succitate equa- 
aoni (6), (7) si deducono 



(20) 



f» = Z«,»(r, - «j + xcx, - 0,)^ 






Ogni espressione delie V. nelle (19) si può riguardare come com- 
posta di due partì, Tuna formata dal primo e l'ultimo termine, e Taltra 
dal rispettivo sommatorio X*»k^4> ^^ prime parti cod costituite rappre- 
sentano le componenti della velocità, che avrebbe il mobile M se man- 
tenesse una posizione inalterata rispetto al sistema (x), ossia se fosse 
soltanto trascinato da questo sistema, perciò si dicono le componenti se- 
condo gli assi fissi deUa velocità di trascinamento del punto Af; mentre le 
altre parti, ossia le X^a^i ^^^ ^^ componenti secondo gli stessi assi 
della velocità, che ha M relativamente agli assi mobilL 

3^ Sia il punto M legato invariabilmente al sistema (x), essendo 
perciò trascinato da questo sistema, mentre il sistema (X) rimane fisso, 
conservandosi in tale caso costanti le x^, quindi nulle le Vj^, a^^ dalle 
(19) À traggono le seguenti espressioni 

(21) f'. = «, + Z*»7r' ^^ = *^ + Z*»7F-> 

e proiettando le difierenze V^ — w^ , A. — h^ sopra gli assi mobili, dino- 
tando w^ le proiezioni delle prime e c^ quelle delle A^ — ^ ^ , si ottengono 

(22) w* = Z ""ikiVi — ^i\ ^» = Z *« ÌA — *.) • 

4^ Se i due sistemi di assi hanno la medesima origine 0, talmen- 

techà il sistema (x), che trasporta con sé il punto Af, non può che sol- 
tanto ruotare attorno di 0, in tale caso sono nulle le u,., b.y e per le 
(21), (22) si hanno semplicemente 

(^3) f'i = l-^Tr^ ^^ = Z-*7^^ 

(24) tt/^ = Z^.i'^o ^ = X^ikA^ 

5^ AIk>rchè, rimanendo sempre fisso il sistema (X), si muovono 
tanto il punto ikf, quanto il sistema (x), però gli assi dì questo mante- 



j 



GAP. I. — MOVIMENTO DI UN PUNTO MATERIALE. 45 

nendo la medesima orientazione, perciò essendo costanti gli a .^^ , dalle (6), 
(7) si ricavano rispettivamente 

(25) r. = U. + Z«.fcV*> ^i = *i + H^ik^ky 

(26) v, = X *a (f^i - 0> ^k = Z «a (^.- - *.)• 

Per l'estensione dei sommatori Z "^ queste formole, e bensì nelle 
precedenti (19), . . . , (24) vale l'osservazione fatta intorno alle (17), (18). 

35. Insistendo sul 4^ caso, cioè che i due sistemi di assi abbiano la 
medesima origine 0, e che M sia legato invariabilmente al sistema (x), 
il quale traendo con sé il detto punto, non possa che soltanto ruotare 
dintorno ad 0, supponiamo che M prenda tale posizione M^ da potersi, 
in una durata infinitamente piccola dt^ considerare come immobile, sic- 
ché il sistema (x) in questa durata abbia un movimento rotatorio attor- 
no la retta congiungente M^ con 0, la quale perciò si denomina asse 
istantaneo di rotaT^ione; attesoché per detta posizione Af^, come per tutti 
i punti di OM^f le V. sono nulle, la prima (23) fornisce le tre se- 
guenti equazioni dell'asse istantaneo di rotazione, rispetto al sistema (x), 

(27) Z^*^«,* = o> Z^*^«a* = o> Z^*^*3* = o. 

Moltiplichiamole rispettivamente, dapprima per a,j, a^j, a^^, indi per 

*ia> *M> *ja> ^^ ^^^^^ luogo per a^j , a^^ > «j, > e sommiamo ciascuna tema 
di prodotti, ponendo altresì le tre ausiliarie pi, espresse per le formole 

(2S)pJt = X%dcL,^^PJ^ = -I.%àcL,^,p^dt = X',JcL,^, 

che atteso le (2) del § 31 assumono pure le forme 

C29) p^dt = — X^.J%^P^dt = ^cL,^dcL,^,p^di = —X^.^d^,^, 

ricaveremo per le stesse equazioni dell'asse istantaneo di rotazione 

(30) />.^a — Pa^, = O, P^X^—P,X, = 0, p^X^—p^Xj = O, 

che possono anche presentarsi in forma di proporzioni 

(31) ^.•A = ^a-/^a = ^r/^3> 

esse valgono a determinare il detto asse OM^ rispetto al sbtema (x), 
quando sieno date le />j, e nelle forme (30) si rende manifesto, più 
che nelle (27), non essere tutte distinte, ma che l'una é conseguente 
dalle altre due. 

Dalle medesime (31), posto 

(32) "* = Z^:, i' = I*i, 

à deduce 

(33) x^:p^ = l:iù, 



46 PARTE I. — CINEMATICA. 

e pei coseni degli angoli, che il detto asse istantaneo forma coi tre assi 
mobili, si hanno 

(34) cos M^ x^ = X, : / = />, : ù> ; 

volendosi poi la posizione dello stesso asse OM^ relativamente agli assi 
fissi, attesoché per le (6) del § 31, essendo nulle le o^, si hanno 

dalle (33) derivano 

(35) cos M^OX, = X,:l = ^2! «.»P* • 

Nelle prime (24) si sostituiscano le corrispondenti (23), e si facciano 
gli sviluppi, con riguardo alle (28), (29), si ottengono 

(36) w^=p,Xj—p^x^, ^^ = P,x,—p,x^, % = P^x,—p,x^, 

due delle quali espressioni possono dedursi dall'altra mercè le sostituzioni 
circolari successive nel gruppo (123) degl'indici; dalle stesse emerge die 
le tre quantità costituenti i secondi membri, mentre sono nuUe per tutti 
i punti dell'asse istantaneo di rotazione, forniscono uivece per ogni altro 
qualsiasi punto M fuori di detto asse le componenti della sua velocità 
secondo gli assi mobili. 

Projettando le Wj^ su gli assi fissi si ritoma inversamente alle F,., 
si hanno cioè stante le (36), e scrivendo abbreviata la matrice del rela- 
tivo determinante, 

(37) ^i = Z «.* ^k = [x^ «à Py] > 

e componendo queste, o le u/;^ si ottiene per la v del mobile M 

(38) v = fZn = '\/T<, (< = »=i.a,j); 

la (37) differenziata rispetto al tempo {, considerate sempre le Xj^ costanti, 
fornisce per le componenti A. secondo gli assi fissi dell'accelerazione to- 
tale a del punto M l'espressione 

(3») A = zw.^ + z.«^= ['. '.. ^] - ['. p. 4?]. 

dalla quale nella prima forma dedotte \t A^^ A^^ A^^ t projettate le 
stesse sugU assi Ojc^, si ottiene per le componenti a^ di essa accelera- 
zione a su i detti assi mobili l'espressione . 

(39O ^^'^'jt~ "'** +^»ZP*^»' (*= I. 2, 3); 

da questa ricavate le a, , a, , a^ , di poi componendole, con osservare che 
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21 Xj^ -—- = o , si consegue dapprima 

ed attesoché, rappresentando sempre abbreviate le matrici dei determi- 
nanti, si hanno 

l(jf'y=-['.3f'3f]. •■Z«:-(lM.y=.-. 

si cons^;ue infine 

(4o) a' = . [.. ,. ^] Z,.«. - [.. ^ !^] + .V. 

Vediamo infine quale sia la velocità di rotazione del sistema (x), e 
perciò di tutti i punti allo stesso invariabilmente connessi, attorno l'asse 
istantaneo OM^ nella durata di, la quale è comune a tutu codesti punti; 
pec maggiore fiidlità prendiamo a considerare il punto / sull'asse Ox posto 

alla distanza i da 0, avendosi per lo stesso x, = x, = o, x = i, rj = -j-^, 

V = Wy\~jr') y ^d essendo la disianza IP di esso punto dall'asse 
OM^ eguale a senM^Ox^, dietro la (34) si trova IP = — yp\ + p' ; 

ora designando con u la velocità di rotazione accennata, si ha v = u. IP^ 
donde si trae 

U = =z = ft) ^ ~ — — , 

ma in forza delle due prime espressioni (29), e delle relazioni (2) del 
^ 31, si ha 

dunque u è la stessa quantità a> sopra stabilita, ossia si ha per la velocità 
dì rotazione attorno l'asse istantaneo 

(41) ^ = -(/Z^, 

e per la (34), ossia />j = o cos M^Ox^ s'inferisce che le p^ sono le com- 
ponenti secondo gli assi mobili deUa velocità di rotazione a> stimata se- 
condo l'asse istantaneo. 



48 PARTE I. — CINEMATICA. 

36. Tutte l'espressioni del § precedente, com'è manifesto, dipendono 
dalle ausiliarie pj^ date mediante le (28), o (29), allorché sieno note le 
funzioni del tempo esprìmenti i coseni direttori a.j^, cerchiamo ora di 
esprìmere le stesse ausiliarie mediante gli angoli 9, ^, 6 introdotti da 
Eulero, nell'ipotesi che quesd sieno noti anche in funzione del tempo. 

A tale oggetto mettiamo in coesistenza l'equazione differenziale deUa 

2!*i, = I colla terza e seconda delle (28), cioè le tre equazioni 

«,a^«., + ««^«a« + »3a^«j. = +/^,^^ 

a Ja -I- oc dcL -t* oc dcL = — b di » 

13** Il n^ aj** ai T^ 33** 51 ra***» 

rìsolute le stesse successivamente per ^«„» ^'ai> ^^31 > ^^ ottengono tre 
espressioni comprese nella 

parìmenti, messe in coesistenza la terza (29), la differenziale di 2! *a = i> 
e la prima delle (28), ossia l'equazioni 

a doL '■X^ a Jx ^ a /i x = ^^ ù di m 

II •* la 1^ ai ** aa 1^ 31 ** 3a r 3 ** * > 

«ia^«ia + «aa^^aa + «31^*3^ = ^ , 
«i3^*«a + *a3^*« + *33^*3^ = + /^« ^ ^ > 

rìsolvendole rispetto a d a,^ > ^ *aa > ^ *3a > ^^ derìvano tre espressioni in- 
cluse nella seguente 

infine, poste in coesistenza la seconda e prima (29) fra loro e con la 
differenziale della X*?3 = ^> ^^^ ^ ^^^ l'equazioni 

«11^*13 + *ai^*a3 + *3i^*33 = + /^^^'> 
«ia^*.3 + *aa^*a, + *3a^*3, = — Px^t y 

^,,^«13 + *a3^*a3 + *33 ^ *)3 = ^> 

risolute le stesse rìspetto a d«,j, ^*aj> ^*33> risultano tre altte espres- 
sioni comprese nella 



da. 



(*) -jf = «ù/*. - «a/». • 

D'altro canto, dalle (io) dd § 32 si deducono 
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-j^ = CCS «j/ sen O-jj- + sen ^ cos 6^ , 

^*3i tì^9 ivdò 

-T~ = — cos 9 sen O-ji- — sen o cos 6^- , 

^ = -sene^, 
e da quest'ultime mercè le (A), (*) e le precitate (io) si ottengono 
sen 6^ = />j sen (p cos 8 -}- p^ cos <p cos 8 + /^^ sen 8, 

5^08-55-=/^, sen9+/^,cos9, 

d8 

-j^ = — ;>,cos9+/)^sen(p, 

le quali equazioni, risolute rispetto alle p^ , forniscono Tespressioni 

Ìp^dt = sen 9 sen 8d^ — cos9rf8j 
p^di = cos9sen8d4» + sen 9^8, 
p^dt =z d(f — cos8di|;. 

37. Esempio. — Consideriamo un movimento piano riferito a due 
sistemi di assi ortogonali OX^, OX^, ox^, ox^ tracciati nello stesso 
piano, al quale si adatteranno le formole che precedono, ponendo nulle 
le coordinate X x nulli i coseni direttori a„, a , a , a , ed 
*33 ~ ^> ^ trattiamo in ispecie del movimento, che si esegue da un punto 
^ (fig- 14) invariabilmente connesso al sistema (x), posto alla distanza 

R dall'origine 0, la quale percorre 



A'ir:r4' 




X^ 



con movimento uniforme la retta 
nn' parallela ad OX, e situata 
a distanza R da quest'asse, men- 
tre il sistema (x) ruota intorno 
ad con movimento uniforme, 
sicché il punto Af trasportato dal 
sistema (x) in forza del movimento 
j^ rotatorio si troverà sempre sulla 
circonferenza descritta col centro 
in ed il raggio R. 



Questo movimento cosi definito consiste in un movimento composto del 
punto Af, che percorre con movimento uniforme la drconferenza di raggio 

F. Calsakiha. — > Mtetmmta, y 
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R e centro o, e questo scorrente altresì con moto uniforme sulla retta 
nn'y od altrimenti che il cerchio sul quale si trova M rotoli sulla OX^. 
Assumiamo per inizio del movimento l'istante in cui M si trova in 
M^ sul detto asse O X, , e vediamo la specie di trajettoria che esso avrà 
descritto e con quale le^e, andando da M^ alla posizione M alla fine 
del tempo /; il raggio o M, che nella posizione iniziale o M^ trovavasi per- 
pendicolare ad OXj, dopo il tempo / avrà descritto un certo angolo 
6 = MoN, essendo oN perpendicolare ad OX,, e la lunghezza M^N 
è eguale all'arco MN^== -R6; in conseguenza dinotandosi OM^ con j, 
per le coordinate rispetto al sistema (X) del punto M si hanno 

X, = OM^ + M^N — MS=q + R(9 — sen 6), 

X^ = oN—oS=R(i — cos6), 

essendo M S perpendicolare ad o N, e se per si prende il punto Af^ , 
si hanno semplicemente l'espressioni 

X. = J?(6 — sene), X^ = R(i — cosO), 

che dimostrano essere la trajettoria descritta da M una cicloide, perciò 
il movimento in esame dicesi cicloidale. 

Quando è 6 = w, risultano X^ = ijw, X^ = 2ÌJ, ed allorché 6 = 2w, 
si hanno X, = 2 ij w, X, = o, ciò che significa di avere la curva per 
base sulla OX, una porzione di lunghezza M^AT^ eguale alla circonfe- 
renza del cerchio generatore, ed un punto culminante C, che dista dalla 
base quanto il diametro di esso cerchio, e posto sulla perpendicolare tirata 
pel punto di mezzo della detta base, intorno alla quale perpendicolare la 
curva è simmetrica; dietrochè il punto M sia pervenuto in M^, se il 
cerchio generatore continuerà a rotolare su OX,, verrà descritta altra 
curva eguale alla precedente M^CM'^, e cosi di seguito. 

Per applicare le formole (21) del § 34 all'attuale caso, si osservi 
che a k devonsi attribuire i valori i, 2, inoltre essendo d^ :dt la velo- 
dtà angolare del punto M ruotando intorno ad 0, quindi Ràbidi la 
sua velocità lineare MT tangente al cerchio, attesoché la velocità del 
punto lungo la sua trajettoria rettilinea nn' è eguale alla stessa velo- 
cità ungenziale di Af , si hanno 

u^ = Rj^, tt^ = o, x. = J?, x, = o, «,, = cos(270° — 6)=— senO, 

/* A o AN A dei., ft d6 da,^ g. dO 

a„=cos(i8o"-e)z=-cose, ^ = -0056^, -_»! = sen6^; 

conseguentemeate per le menàonate formole vengono l'espresàoni 
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le quali sono egualmente ricavabili dalle precedenti di X, , X^. 

Componendo le T^, T^, si ottiene per la velocità risultante v del 
punto My secondo la tangente alla trajettoria, 

.' = 2i?'(i -cose)(^y=4Ì?'(^)W-i-6, 

e di seguito 

t; = 2 i? -j- sen — , 
di 2 

espressione che indica la costruzione eseguita nella figura, cioè presa sulla 
tangente M T al cerchio generatore un segmento di lunghezza eguale ad 

U-i— , ed altro eguale MU parallelamente ad nn\ si formerà con essi 

due segmenti il parallelogrammo MUVTy la cui diagonale M V rappre- 
senterà la velocità risultante del mobile M; tale costruzione rivela pure 
il mezzo per condurre la tangente alla cicloide nel punto designato M, 
perciocché è facile rilevare che h. MV h perpendicolare ad MN^ che dà 
quindi la direzione della normale ad essa curva. 

D'altro canto si osserva che, essendo uniformi i movimenti del punto 
e del cerchio ruotante, si hanno 

\ = b^ = o, d'aldi' = 0, 

e per la seconda formola (21) del 5 34, stante anche le superiori de- 
signazioni, risultano 

componendo queste si ottiene per l'accelerazione totale a del punto M 



»=«(^y= 



si perviene alla medesinu espressione osservando essere a la risultante 
dell'accelerazione tangenziale e della centrìpeta, per le quali, atteso la su- 
perìore espressione di v, ed essendo 

p = 2MN = 4*sen^e, 
risultano 

dv p/dey I ft v' p/rfoy I ft 
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VnL — Posizioni di un punto mobile 
riferito a due tetraedri fondamentali 

38. Consideriamo due tetraedri con un vertice comune, il vertice 
segnato 4 p. e., che per maggiore distinzione dinotiamo 0; serbando per 
Tuno, che diciamo primo tetraedro, le segnature già indicate (§ 4, 28) 
dei suoi vari elementi, adotteremo pel secondo le medesime segnature 
adoperando però lettere minuscole, cosicché mentre le facce dell'uno sieno 
designate B^, quelle dell'altro saranno dinotate ^,., e via di s^;uito; 
quanto agli spigoli concorrenti in nelle loro designazioni sarà omesso 
rindice 4, dinotandosi perciò D^ , D, , D^ pel primo tetraedro, e d, , d^ , 
d^ pel secondo; inoltre, con l'avvertenza che ad ogni assegnato valore di 
X; = I, 2, 3, si diano ad i successivamente i valori i, 2, 3, 4, poniamo 
le seguenti de$ignazioni 

/,) j sen (dj 5.) = aj. , sen (i^ *,) = P« , 

( sen(Z)t*,) = YH, sen (D^ 5,) = X^ . , 
le quali devono sodisfare alle rispettive relazioni 

(2) Z^*«H = o> Z*.P«=o, Z^Yh=o, IÌB,i,, = o, 

(3) Z^i<=i» Z«iPL=i» Z^Y« = i> Z^.^H=i> 

i coefficienti E, reUtivi al primo tetraedro sono forniti per la formola 
(25) del 5 2S e sue conseguenti, e gli e^ relativi al secondo tetraedro si 
deducono dalle stesse formole adoperando, come si è detto, lettere mi- 
nuscole; i sommatori ^ in esse relazioni (2), (3) estendonsi per da- 
scim valore 1,2, 3 di ^ ad ì = i, 2, 3, 4; conveniamo in ultimo luogo 
che per uno stesso punto M dello spazio designeremo le coordinate 
X,. (ì = I, 2, 3, 4) se riferito al primo tetraedro, ed x. essendo riferito 
al secondo tetraedro. 

Gò premesso, e per brevità poste le ausiliarie 

(4) Zk = ^k'Kky ti = ** = Pm> (* = if 2, 3), 
osserviamo che si può passare dall'un sistema di coordinate tetraedriche 
all'altro mediante le seguenti equazioni 

(5)X, = Z^«»x>^i = Zt*a»a> ^, = Ztik«»,. -X4=Zt*a»4+^4> 

(6) *, = Z^*Y»i> ^a=Z-^»Y»a>^, = Z-^*Y»,> ^ = Z^kY*4+*4f 

nelle quali i sonmiatori ^ devonsi estendere a Jfc = i, 2, 3, rilevando 
altred che di ciascun sistema (5), (6) la quarta equazione è conseguente 
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dalle prime tre, stante le relazioni (2), e le rispettive ai due tetraedri 

(7) XB,X, = 3T, Zft,x,= 3t. 

che stabiliscono fra le stesse coordinate X. ed x^ un'altra relazione, 
avendosi 

(8) I B,X, -!*,*, = 3 (T-O, 

equazione che riesce molto più semplice se i due tetraedri sono eguali, 
divenendo allora 

(9) Z^.(X,-x,) = o. 

39. Supponiamo il primo tetrae4fo T fisso, e il secondo mobile 
in tomo al vertice comune 0, ed allo stesso connesso invariabilmente un 
punto Af , il cui movimento si projetii su i raggi di una stella che ema- 
nano da un centro fisso 5, dei quali quattro siano perpendicolari alle faccQ 
B. del tetraedro fisso, e perciò immobili, ed altri quattro rispettivamente 
perpendicolari alle facce bi del tetraedro mobile, quindi anch'essi in mo- 
vimento; le coordinate x< del punto M, che si contano secondo le dire- 
zioni dei quattro raggi mobili normali alle b. , rimangono inalterate, mentre 
le X^ per contrario cangiano col movimento del secondo tetraedro traente 
seco il punto M; in conseguenza le X; devono essere funzioni del tempo 
e parimenti gli elementi a^ . , y^^ . , rimanendo costanti i designati ^j^,- , ^j^^. 

Qò posto, l'equazioni (5) difierenziate rispetto al tempo /, forni- 
scono quattro equazioni incluse nella seguente, ponendosi ì=i, 2, 3, 4, 

ed esteso il sommatorio ^ in ciascuna ai valori i, 2, 3 di ^: 

le -j— ^ essendo le velocità dei movimenti projettati rispetto al tetraedro 

fisso r. 

Ora, se il punto M rimane fisso in una durata di infinitamente pic- 
cola, cioè se per M si prende un punto M^ appartenente all'asse istan- 
taneo di rotazione, avendosi allora dX^idt^^Oy ne derivano le seguenti 
quattro equazioni relative alla determinazione del detto asse, 

moltiplicate le stesse rispettivamente, in primo luogo per E^ct^^y ^^la» 
E^oL^^, £^a,^, in secondo luogo per £>,,, £^a^^, f^a^^, f^a^, final- 
mente per £,ajj, E^ol^^j -^j^si» -^4*34» ^ sommati i relativi prodotti con 
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riguardo che dalla prima (3) deriva ^ E^ a^. d a j. = o, si ottengono le 
tre seguenti equazioni del medesimo asse, sostituibili alle (11): 

Intanto, presi su i tre spigoli d^, d^j d^ del tetraedro mobile tre 
segmenti 01' , 0/", 0/'" eguaU aU'unità, sicché dinotate Xf, X;', X;" le 
coordinate delle rispettive estremità /', /", /'", sono X|. = a,j, XJ' = a^., 
X"' = a^^., e congiunti gli stessi punti per rette che siano designate /,^, 
/. , /j,, in forza della (24) del § 28 si ottengono 

i\. = z Ei («H - o% K, = r^.- («.* - so*, i^ = z f . («,. - «.0*; 

sviluppando i secondi membri di queste eguaglianze, con riguardo alla 
prima relazione (3), e poste per brevità 

^la = ^ 2^ '"' ^»3 ~ ^ 7 '«j » ^j« ~ ^ 2" ^^" 

si ricavano 

(13) Z ^i «u «a. = e,, , Z ^. «a. «,. = C,3 , Z Ej ^,iy = C„ , 

le costanti non sono che i coseni degli angoli fra i suindicati spigoli del 
tetraedro mobile, ossia 

(14) C,, = cos (d. d J , C,3 = cos (i, ^3) , C3, = cos (^3 d,) ; 
dalle stesse (13) prese in ordine convenevole si deducono 

05) j Z^.«3l^«»=— Z^.«u^«3*=/'.^^ 

( Z£iaH^«« = — Z^i«.i^«»=p3^^' 
dinotate p^y />, , />3 tre ausiliarie, le quali rendono manifesto essere i 

coefficienti delle :(, , x.^y 1(3 nelle (12) a coppie eguali e di segni oppo- 
sti, quindi ognuna esser conseguente dalle altre due; stante le introdotte 
ausiliarie />,, p^y p^y le medesime (12), serventi alla determinazione del- 
l'asse istantaneo di rotazione OM^, possono scriversi come segue, rimet- 
tendovi altresì l'espressioni delle ;(j, 

fi6ì i Py^^'^--~P^^y'K^^> A^,-^3— /^j^.-P«- = ^» 
ovvero in forma di proporzioni 

(17) ^, : P^ K = ^a : A Paa = ^, * /^, P„ » 

sicché dinotato r il rapporto comune si hanno l'espressioni 

(18) x, = rp,p,, (* = i, 2, 3). 
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Le Stesse equazioni (i6) manifestano di appartenere atre piani a,, 
^19 ^3 > passanti rispettivamente per i sudetd spigoli d, , d^ , d^; e poiché 
determinano l'asse istantaneo di rotazione, devono segarsi scambievolmente 
secondo una retta, ciò che pure va provato dalla condizione che, designan- 
dosi con i, , k^y k tre indeterminate, i primi membri dell'equazioni an- 
zidette verificano identicamente l'eguaglianza 

ponendosi 

40. Determiniamo ora la velocità angolare a> di rotazione attorno 
l'asse istantaneo M^ , che è comune a tutti i punti invariabilmente con- 
nessi al tetraedro mobile, ed a tale oggetto assumiamo per punto in con- 
siderazione il sopraindicato F sullo spigolo d^ , posto cioè alla distanza i 
dal punto fisso 0, e pel quale si hanno x, = P^,, x^ = x^ = o, quindi 
:(, = I, ;;^^ = :(j = o; mediante le (io) risultano per le projezioni della 
velocità V di detto punto /', in direzioni perpendicolari alle facce B- del 
tetraedro fisso T, l'espressioni 



di ~ di ' 
e stante la (27) del 5 28 per la stessa velocità t; si ha 

OS) ^ = -L^'{^)'- 

Dal sudetto punto /' tirata la perpendicolare l'P all'asse istantaneo 

OM^, e dinotato 6^ l'angolo fra quest'asse e l'indicato spigolo d^, si ha 

l'P = sen 6j , quindi 

V = <ù sen 6j ; 

per ottenere sen 6, si osservi, che avendosi per /' le coordinate x, = P„ , 
X, = Xj = o, in forza delle (5) vengono 

(a) x: = a.., xi = «.„ x; = «.,, x; = «., + H4. 

e poiché quelle di sono X, = X, = X^ = o, X^ = H^, stante la 
(24) del § 28 risulta l'equazione 

d'altro canto, prese nelle forme (18) le coordinate dell'indicato punto P 
sull'asse istantaneo, ed introdotte nelle (5), si ottengono per lo stesso 
punto, relativamente al tetraedro fisso, le coordinate 
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le quali, atteso le già significate del punto Oy per la citata (24) del § 28 
sodisfano all'equazione 

(d) £.xf + £,x: + £,x; + £,(x,-//;)' = cos'è.; 

quest'espressione di cos' 0, sviluppata dietro la sostituzione delle (e), stante 
la prima (3) e le (13), fornisce 

cos*e. tr» =/»:+/>: + ;>; + 2/../., c„ + 2/),/», c„ + 2/.,/». C3., 

ovvero 

(0 cos' e : r* = 3 (/>: + p: + />;) - (?:. + ?:, + ?,\). 

dmotate q^^^ q^^^ q^^ le congiungenti delle estremità di tre segmenti piesi 
stigli spigoli d^y d^f d^y di lunghezze a partire da O rispettivamente 

egoaU ^ p,y p,,p,. 

Essendo /'P = sen 6, , in forza della succitata (24) del § 28, con 
riguardo alle coordinate dei punti /', P, si ha 

sen^6, = 2:£.(X;-X,y, 
e da questa espressione, atteso le (b)y (d), sì ricava la seguente 
cos'6. = £.X.X: + £,X.X: + £,X,X; + £^(X, - H^K - H;), 
che di seguito alle (a), (e), alla prima (3) ed alle (13), assume la forma 

cos'0. = rO».+/>.C„+/.3C„). 
Confrontata quest'ultima con la precedente (e) si ottiene 

3 (p\ -{-pì-\- p]) - (?:, + ?:, + ql) ' 

e per la stessa {t) viene 

cos'è O». + P. c„ + P. c,.y 

donde si trae, con riguardo alle (14), 

«e — P\ se°' (<^.<^,) + J'; sen' (d^d,) + 2/>,j), sen («f .d J sen (d,d,) cos d, 

3 0':+/':+ /'P - (?:, + ?:, + o 

ma dinotato 5^ il seno del triedro in del tetraedro mobile (§ 4, 38), 
poiché 

^ = P„sen(d,d,) = P„sen(d,0 = P3,sen(d.dJ, 
per la stessa espressione di sen* 6^ risulta 

sen* e = ( ^4 V (/>, KY + 0', P»y + 2 r^ P JO, P„) cos d. . 

• vp«M 3 0': + K +/»:)-(?:.+?:, + ?;.) ' 

in conseguenza di quest'ultima espressione e della (19), si consegue per 



sen 
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la richiesta velocità angolare di rotazione a> = t; : sen 6, , 

Essa ricade nella (41) del § 35 dipendente dal sistema delle coor- 
dinate cartesiane, allorché si scelgono i due tetraedri con i rispettivi triedri 
in trirettangoli, potendosi prendere tutti gli altri elementi a piacimento; 
giacché con la conditone di essere i due triedri in trirettangoli ri- 
sultano 
p„ = P„ = p3j = i, ^^=1, £, = £', = £'3 = 1, £"^ = 0, COS(Ì, = 0, 

g:.=P]+PU gl,=Pl+P]. 9l=P]+PU 
sicché la precedente espressione (10) diventa 

^ dtVK+¥, • 

intanto, atteso i valori delle E. anzinotati, per l'espressioni di p^dt, p^dt 

si hanno 

ò di ^= OL dot A^ a dot -4- a doL • 

—— ò di :=z et doL -4- a doL -4- a doL « 

delle quali, stante le (13) ridotte alla condizione sudetta, o per le (2) 

del 5 31 che hanno luogo parimenti, atteso altresì la prima (3) che in 

questo caso dà 

< + «*a + «fc, = i> (* = I» 2» 3), 

si deduce 

(P\+P^àt' = d<^-à<. + dx\^, 
in conseguenza per la (J) risulta, come si è fatto cenno, 

(21) 0. = !'/>!+/>:+/>*. 

i|i. Di sonito alle (10) del § 39 poi si ottiene, per la velocità v 
e l'accelerazione totale a di un punto qualsiasi M, le due espressioni 

(»)«-=Z^.(f)"=I^Z^,(^)"+^I«.Z^,(^)(^). 

osservandosi relativamente ai secondi membri, che nel primo termine il 
primo sommatorio ^ va esteso a jk = i, 2, 3, e Taltro per lo stesso 
valore di it, ponendosi i = i, 2, 3, 4; nel secondo termine poi il primo 
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sommatorìo vale, dando al gruppo b k degl'mdki le coppie di valori 1 2, 
13, 23, e con la stessa coppia si estenderà il secondo sommatorìo ad 
i = I, 2, 3, 4, 

IX. — Superficie traversate da un punto mobile con velocità 
costante, qualunque sia U cammino dalla posizione iniziale. 

42. DaUa (27) dal § 28 si ricava l'equazione 
(0 id^' = lE>^dx„ 

ora, se il secondo membro sia una differenziale esatta delle coordinate 
jCj di ogni posizione del mobile, non includente perciò esplicitamente il 
tempo /, la quale integrata dia una certa fUnzione finita F (x^ , x^, x^, x^ 
di esse cpordinate, per la stessa (i) integrandola, e supposto che alla 
posizione iniziale, cioè quando si comincia a contare il tempo, corri- 
spondono le coordinate m,., e la velocità t;^, si ha 

(2) v^z=vl^ ^F(x^, ..., x^ — 2F(m^j ..., m^. 

Dinotata C una costante arbitraria, e posto 

(3) ^(*i> *a> ^j> ^4)= e, 

quest'equazione rappresenta una famiglia di superficie S, distinte l'una 
dall'altra pel valore particolare che si assegna a C, ed attesoché con 
essa equazione si ha per la (2) 

(4) t;* = v; + 2C— 2F(m,, ..., m^, 

il cui secondo membro risulta indipendente dalle x,., si rende manifesto 
che, qualunque sia per essere il cammino del mobile dalla posizione ini- 
ziale sino ad attraversare la superficie della famiglia S distinta dal valore 
particolare di C, vi perverrà con la medesima velocità. 

Tale condizione del movimento di un punto, cioè di coesistere allo 
stesso una famiglia di superficie godenti la enunciata proprietà, pel fatto 
solo che il secondo membro della (i) sia una differenziale esatta delle 
coordinate x. delle varie posizioni del mobile, non includente esplicita- 
mente il tempo, sicché si abbia per integrale una certa funzione finita 
F(x, , . . . , jc^ di esse coordinate, si realizza nel caso in cui il punto 
in moto è animato da accelerazioni dirette costantemente verso punti fissi, 
e che ciascuna sia una certa funzione finita della distanza del mobile dal 
rispettivo punto fisso. 
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Infatti, supposto che codeste accelerazioni ed i corrispondenti punti 
fissi sieno in numero n, dinotiamo Tuna di esse con a^^ (Jk = i, 2, • . . , n), 
ed Oj^ il rispettivo punto fisso, del quale designiamo Oj^. le coordinate, 
intendendosi che col valore assegnato a ib si accoppino quelli di t = i, 
2, 3, 4; indichiamo con r^^ la distanza del mobile M dal relativo punto 
fisso Oj^, e con X^^. i seni degli angoli, che la sua direzione forma con 
le facce B. del tetraedro fondamentale, con x^ le coordinate di M all'istante 
/, in forza della (24) del § 28, soppresso per brevità nelle cerniate in- 
dicazioni l'indice ib, si ha 

(5) r' = l£,(*,-0% 

e da questa equazione, attesoché le x^ sono funzioni di /, e le 0. costanti, 
si deduce 

ovvero, essendo x. — 0. = r\, si ha 

dr = ^Ei\dx^. 

Moltiplichiamo quest'equazione per a^, e poiché per le projezioni 
Uj^^ di essa accelerazione in direzioni perpendicolari alle facce B. del te- 
traedro si hanno a^^. = a^^ \. , risulta (soppresso sempre l'indice k) 

a.dr = ^Ei^idx.; 

rimesso l'indice k alle a ed r, indi posto successivamente jfe = i , 2, ... ^ n^ 
e sommate tutte l'equazioni conseguend, si ottiene 

Il X 

ma 

X^w = "37 > («= «t a, h 4)» 

risulta infine 

(6) t'',dr, = X£ijÌ'dx,, 

il sommatorio ^ al secondo membro va esteso ad ì = i, 2, 3, 4, de- 
che il medesimo coincide coi secondo membro della (i). 

Quanto poi al primo membro, stanteché aj^ é [una certa funzione 
finita di r^, ciascun termine sarà una differenziale esatta della rispettiva 

Ti, perciò l'intera somma 2Ì^k^^k ^^^ ^^^^ differenziale esatta delle 

^if ^»9 * • • » ^n» ^ conseguentemente delle x^; T equazione (6) a trova 
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dunque nelle condìziom supposte per l'equazione (i), e resta cosi pro- 
vato che pel movimento in esame si avvera la proprietà sopra enunciata. 

X. — Movimento di un punto animato da unica accelerazione 
costante in grandezza, e parallela ad una data direzione. 

43. Punto ubero. — Per applicazione di quanto nel § precedente 
si è svolto, consideriamo il movimento di un punto materiale animato 
come si è cennato dall'accelerazione g, ed aflFatto libero; sopra una pa- 
rallela alla direzione della stessa g si prenda un segmento D^^ éà. deter- 
minata lunghezza, e nel senso medesimo della g, per l'estremità 2 di 
questo segmento si conduca il piano tu allo stesso perpendicolare, nel 
quale a partire dal punto 2 si traccino due segmenti D^^, D^ eguali, 
formanti tra loro un certo angolo 9, indi si congiungano gli estremi 3, 
4 di questi due s^;menti tra loro e con l'estremità i del primo; si for- 
merà in tal modo un tetraedro, le cui facce sodisfano all'eguaglianze 
B == B^j -^i = ^1 c^s D^^ , e che si prende per riferimento del moto 
in esame. 

Atteso le condizioni prefisse per tale movimento, e pel dinotato te- 
traedro fondamentale, essendo x. le coordinate del mobile M all'istante ty 
risultano per le accelerazioni dei movimenti projettati, secondo direzioni 
perpendicolari alle facce B., l'espressioni 

e di seguito si hanno 
'^E,^dx, = dF(x,,.,.,x^ = --L{E,BJx,-E,B,dx;), 

(2) v^ = vl- ^[f.5,(x. - «.) - £,5.(*. - m.)]. 

Integrate le (i) tra i limiti o e t del tempo, stantechè m^ sono le 

coordinate della posizione iniziale Af^ del mobile, v^ la sua velocità in 

essa posizione, della quale dinotiamo u^ le projezioni nelle sudette dire- 
zioni, si ottengono 

/ I B 

(3) r' = '"' + '*'''~T^'** *. = '»«H-«,< + Yfi;^'*» 

(*, = '»j + «*,'> *4 = »»4 + «4<, 

e sommate le due prime di quest'equazioni, moltiplicate rìspetdvamente per 
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B^y B^y si consegue 

(«) SXx, - m,) + B,(*, - mj = (5.«. + 5,«J<; 

fra (questa e le due ultime (3) si elimini I, attesoché ^ B. u^ = o, 
ne deriva la s^uente equazione 

III a a n^ 2tt, J 3 » 2tt ' 4 

Si può far modo che la stessa assuma la forma 
(P) B.x. + 5,x, + A'*, + i"*, = o, 

essendo h'yh" due costanti determinate per le relazioni 

, . B^ m. -4- B. tn^ . ,, B, tu, -f- 5, Wa 

^3**4 "r ^4**3 ^3^4 + ^4^3 

in tale forma (^) l'equazione appartiene ad un piano parallelo allo spigolo 
D,2 del tetraedro, essa perciò prova che la trajettoria del mobile è tutta 
in un piano contenente la direzione costante dell'accelerazione. 

Fra le due prime equazioni (3) si elimini i termini a prima potenza 
di ty risulta 

^a[^a(*. - *».) - ^(^a " '«a)] = " "^^CA^x + ^a^a)*'» 

moltiplicando questa pel bincnnio B^u^ -}~ ^a^a> ^^ eliminato t* mercè 
la (ol), si consegue 

ovvero, stante le due relazioni ^B-(x- — m^ = o, ^B^u- = o, ed 
essendo ^^ = £^ , si ha per la stessa equazione, che è quella della trajet- 
toria del mobile: 

(4) ^a (^,+«*4) [^^ (^.— ^i)-^x (^a— ^ J]= ^ ^ ^3 C^," ^3+^ 4" ^4)*' 

44. AflBne di renderla più semplice si prenda per l'estremiti 2 dello 
spigolo D^j la posizione iniziale M^ del mobile, con che si hanno 

m, = Wj = m^=o, m^ = H^, ^^1^1 = B^m^ = iT\ 

in conseguenza la (4) assume da prima la forma 
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ed in ultimo luogo 

equazione che poteva trarsi anche direttamente dalla prima, terza e quarta 
delle (3), postovi m, = w^ = m^ = o, ed eliminato /. 

Con la posizione anzi designata dello spigolo D^^ y lo stesso trovasi 
nel piano a della trajettoria del mobile, e riferendo questa alla medesima 
retta, di cui fa parte D^^ , presa per asse delle y nel sistema carteòano, 
ed all'altra che è comune intersezione di a col piano della facda £,, 
presa per asse delle x, ad una posizione M del mobile determinata per 
le coordinate tetraedriche x^ corrispondono nel nuovo sistema le coordi- 
nate Xj y; dò posto, si rileva facilmente che, dinotato % Tangolo tra il 
piano a e quello della faccia B^ , debbano sussistere le relazioni x, = y, 
x^ = X sen a, x^ = x sen (a -j- 9), e dinotato 6 Tangolo tra D^^ e la 
direzione di v^^ supposto che questa fosse obbliqua rispetto a ^, si hanno 
altresì u^ = v^ cos 6, u^ = v^ sen 6 sen a, u^ = v^ sen 6 sen (a -}- 9), mercè 
le quali espressioni in luogo della (5) risulta l'equazione della trajettoria 
in coordinate cartesiane, gli assi scelti come sopra, 

(6) > = X cot f^ 3. , 

^ "^ ^ 2t;*sen 6' 

manifestante, nella forma ordinaria, essere la trajettoria una parabola con 
l'asse parallelo alla direzione dell'accelerazione g. 

Lai medesima (6), attesoché per la terza (3) viene x=:t;^sen6j, 
si commuta nella seguente 

(7) y^v^cos^.t — 'YS^'f 

donde si deduce, stante la terza (20) del § 27, v* = v* — ^gy» ossia 

(8) t;* = x;J — 2^x,, 

equazione sostituibile alla (2), la quale dimostra che il mobile traversa 
ogni piano perpendicolare alla direzione di g con la stessa velocità, che 
se percorresse il segmento parallelo alla detta direzione compreso tra la 
posizione iniziale M^ e l'accennato piano. 

45. Supposto 6 ^ 90^, ossia che la direzione di t;^ sia in contra- 
senso di ^, il movimento avverrà dapprima dall'aspetto del piano ir so- 
pra indicato, in cui è diretto lo spigolo D^,, e dinotato ^ l'angolo che 
la tangente geometrica in M alla trajettoria forma col detto piano ic, di 
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s^[uito alla (6) e la X = Vq sen 6. /, viene 

tan P = j^ = cot8 ^ — x . 

dx v^senO 



Nel punto culminante C della trajettoria dev'essere P = o, quindi 
dinotandosi V il tempo che impiega il mobile dalla posizione iniziale M^ 
a raggiungere C, con x\ y' le coordinate di codesto punto, con v* la 
velociti in essa posizione, risultano 

<' = -^cos6, x' = -^sen26, y = — ^.cos^B, t;' = i;^sen6: 

d'altro canto, posto ^ = o nella (7), si ricava pel tempo 1", che il mobile 
impiega dalla partenza in M^ ad attraversare in M , il sudetto piano w, per 
la coordinata x" di codesto punto Ai^, e per la velocità v" in esso, re- 
spressioni 

/" = ^ cos e = 2i\ x" = -^sen 26 = 2x\ v" — v -, 

inferendosi da questi risultati che le due branche della trajettoria sepa- 
rate dal punto culminante C si estendono simmetricamente rispetto alla 
perpendicolare tirata dal detto punto al piano tc, la quale perpendicolare 
è parte dell'asse della trajettoria; che il mobile mette tanto tempo a per- 
correre il ramo discendente da C ad Af^, quanto ne impiega nel ramo 
ascendente da M^ a C; infine che al punto C ha per velociti la com- 
ponente di v^ parallela al piano ^, e quando traversa in M, questo piano 
ha la stessa velociti t;^ del punto di partenza M^. 

Da ultimo osserviamo che dipendentemente dalla velociti iniziale v^ 
e dal relativo angolo 6, si può riconoscere mediante la (6) se il mobile 
possa raggiungere o meno una posizione M' prefissa nel piano della 
trajettoria, della quale sieno p t q l'ascissa e l'ordinata; giacché, posto 
X^ = cot 6, dev'essere sodisfatta l'equazione 

che risoluta rispetto a C di 



e secondochè sia 



K — ^gq< — g"P"=.o, 



risulta di aversi per ^, quindi per 6, due valori reali e diseguali, un solo va- 
lore, o nessuno; od in altri termini a seconda del valore di v^ , questa potri 
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avere una doppia inclinazione rispetto a D^^ > od una sola, affinchè il mobile 
raggiunga l'assegnata posizione, ovvero che niuna direzione sia possibile. 

46. Punto obbligato a rimanere in una data superficie. — Al- 
lorché il punto mobile, anziché essere libero, sia costretto a rimanere in 
una data superficie, potendo scorrere senza attrito, e sia perciò obbligato a 
seguire una certa linea d'intersezione della medesima superficie col piano e 
comprendente la direzione dell'accelerazione ^, la sola parte dell'acce- 
lerazione che produrrà il movimento é la componente secondo la tan- 
gente alla detta linea; quindi, essendo M la posizione del mobile al tempo 
t determinata dalle coordinate x.^^ds l'elemento della trajettoria percorso 
nella durata di tempo infinitamente piccola d /, poiché qualunque sia co- 
desta trajettoria, il coseno dell'angolo che la tangente in M forma con 
la direzione di g é — dx^ids, ne viene l'equazione differenziale 

^ — _ ÉJii 
de ~ ^ ds' 

la quale moltiplicata per ids diventa 



m- 



dv* = — 2 gdx^y 



e questa integrata tra i limiti o e < del tempo, fornisce la medesima (8) 
del § 44, la quale dunque sussiste egualmente quando il mobile sia in- 
teramente libero, o che sia obbligato a rimanere in una data superficie 
nel modo sopraindicato. 

47. Pendolo sempuce circolare. — Sia il punto materiale M le- 
gato all'estremità di una retta rigida di lunghezza /, che possa girare li- 
beramente per l'altra estremità dintorno ad un punto fisso O (fig. 15), 

ed essendo ON parallela alla direzione 
dell'accelerazione g che anima il mobile, 
fiqiìS / \ parta questo dalla posizione Af^ alquanto 

distante da OiV, senza alcuna velocità 
iniziale; é evidente che con tali condizioni 
il mobile deve percorrere un arco di cer- 
chio di raggio /, avente per centro, il 
. ^,^. .- . cui piano a va determinato dalla ON t 

dalla posizione iniziale M^, dalla quale 
si conterà il tempo U 
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Riferiamo il movimento al triangolo equilatero ABC circoscritto al 
predetto cerchio, e col lato B C sulla tangente condotta pel punto N, 
che diciamo punto più basso della trajettoria; i vertici di esso triangolo 
li designiamo i, 2, 3, pei lati si hanno /. = 2//J, per le altezze w^ = 3 /, 

per le coordinate del centro $^ = /, e pei coefficienti (/.. = — ; dinotate 

X,. le coordinate della posizione M all'istante t, si ha ì* = XK'»(^» — 5,)% 
ovvero posto per brevità 

d'altro canto la relazione X '» (^j — $ .) = o dà 
e da queste due equazioni si ricavano 



Dinotato 5 l'arco NM della trajettoria, e presa x^, quindi ^, per 

variabile indipendente, stante le precedenti espressioni di C,, ^^ risulta 

, IdK, Idx, 

ds = ' . = 



1/F=^ Vilx^-x]' 

essendo b la coordinata x^ del punto M^, ossia la freccia NP^ corri- 
spondente all'arco M^N M'^ (Af^ punto simmetrico di M^ rispetto ad ON), 
condotta la Af Af' parallela ad M^ M^ , perciò parallela a B C, sia P l'in- 
tersezione di MM' con ON, quindi PP^=.b — x, , per la (8) del 
§ 44 (con riguardo alla direzione di g rispetto alla xj si ha 
(9) v" = 2g(b — x;), 

nel ramo M^MN della trajettoria al crescere di t l'arco s decresce, ri- 
sulta dunque 

, — ds — Idx 

(io) di= , = -= ' 

^ ^ y2g{b-x;) V2g(ib-xX2lx,-XÌ) 

L'integrazione di quest'equazione conduce alle trascendenti ellittiche, 
perù se la posizione iniziale M^ sia poco lontana da Ny sicché il rap- 
porto f ■= b : 2I sia una frazione piccolissima, si può sviluppare il se- 
condo membro in serie convergente a termini integrabili, e si conseguirà 
t con quella maggiore approssimazione che si voglia; infatti messa la 
stessa (io) nella forma 
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distro sviluppo in serie della funzione potenziale, e posto ^ = x, : 2 /, 
viene 

integrando fra i limiti o e < del tempo, quindi tra i limiti p e ^ il se- 
condo membro, posto altresì 

risulta 

(11) t=-|/Zr^ +JL^ +M^ +L3:^^ 4. .. 1 

Per determinare la durata T del percorso da M^ in N, bisogna 
prendere gl'integrali tra i limiti ft e o di x,, quindi tra p e o della ^, 
con che si ha per la (y) 

•• 2m «^ "^«' 

in questa relazione si ponga successivamente m = i , 2, 3, . . . , indi fatte 
nella (11) le debite sosdmzioni, e poiché. 



si ottiene 



^•-/p^-*' 



(") ^=t/?['+(t)W(^)v+(ì^O>+H- 

ovvero dinotato 9 Tangolo M^ONy perciò p = sen* — 9, si ha pure 

Pervenuto in N il mobile con la velocità v = Vigb^ proseguirà a 
percorrere l'altro ramo NM'^ della trajettoria, finché sari t; = o, ciò 
che succederà nella posizione sopra notata M^ simmetrica di Af^ rispetto 
ad 0N\ considerata la posizione M' in detto ramo al tempo i, contato 
dal passaggio in N, che si prende per punto iniziale, dinotato — s l'arco 
NM', ritenute le altre superiori indicazioni, e stanteché in esso ramo 
di t dx^ hanno lo stesso segno, anche pel movimento in questa parte 
della trajettoria sussistono l'equazioni (9), (io), e conseguentemente la 
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(il); la (i2)y o (13) dà quindi la durata del movifnento da 7^ in M'^ 
sicché il mobile mette tanto tempo ad andare da M^ in N, che diciamo 
ramo discendente, quanto nel ramo NM'^ che diciamo ascendente; la 
durata totale 6 = 2 T del percorso M^NM^ si ottiene per la serie 

(.4) I = . v^[. + (i) ---i-T + (i^)'-i» 

Arrivato in Af ^ il mobile retrocede, percorrendo la trajettoria in 
senso inverso Af^ N Af^ con la stessa legge con cui Tha percorsa nel senso 
M^NM'^, al quale percorso ne seguirà altro eguale al primo, e cosi via, 
perciò il punto materiale nelle condizioni preposte, per cui dicesi pendolo 
semplke circolare, esegue un movimento oscillatorio. 

La serie (14) risulta tanto più rapidamente convergente, per quanto 
più piccolo sia 9, e se quest'angolo che misura la senùampUtudine della 
trajettoria sia di pochi gradi (io gradi sessagesimali al più), si potrà omet- 
tere nella serie i termini dal secondo in poi, e ritenersi semplicemente 

(15) ^ = '|/y' 

la quale espressione, essendo indipendente da f , dimostra essere eguale 
per tutte le amplitudini non eccedenti 20^; le oscillazioni cosi sono iso- 
crone, ed il pendolo dicesi isocrono. 

Da essa formola si trae inversamente 

colla quale si può determinare l'accelerazione che anima il mobile, quando 
sieno conpscii;te la lunghezzs^ l de} pendolo e la durata 6 (U una su^ 
oscillazione, determinazione che riesce più esatta, allorché si conti il tempo t 
di un numero n di osdllazioni, avendosi a questo fqodo 

16) g = -^' 



48. Pendolo qcloidale. — Nelle condizioni medesime del pendolo 
semplice circolare, supponiamo che la curva lungo la quale il mpbilc; 
possa scorrere sia una ddoifle DNf)' (fig. 16), la cui base DD' sia 
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perpendicolare alla N parallela alla direzione dell'accelerazione costante 
gy essendo il centro di curvatura; pel punto più basso iV si ha dun- 
que ON = 4 U, dinotato R il raggio del cerchio generatore, ed il punto 
d'incontro / della stessa N con la D D' bisega tanto Tuna che l'altra. 
Supposto che il mobile parta da M^ e si trovi in Af al tempo i, 
sia condotta M ^ M'^ parallela a D D', di cui sia P^ il punto d' incontro 

^ con OiV, edNP^ = *; 

si riferisca U movimento 
ad un triangolo ABC, 
ì cui vertici sieno nu- 
merati I, 2, 3, avente 
il lato BC=il^ tangente 
alla curva nel punto N, 
perciò perpendicolare ad 
ONyh lunghezza di tale 
lato e tutti gli altri ele- 
menti di esso triangolo 
sieno stabiliti a piacimento; attesa la posizione di /, , le corrispondenti 
coordinate jc, saranno parallele ad ATO, e positive in tale senso, in con- 
seguenza condotta per M h MM^ parallela a DD', il suo punto d'in- 
contro P con N determina la coordinata NP = x^ di Af, esiha 
PP^ = b-x,. 

Qò posto, avendosi pel tnovimeato in considerazione la stessa equa- 
zione (9) del § prec, designato con 5 l'arco NM dalla trajettoria, poiché 
dt e ds sono di s^no opposto, viene similmente a quel movimento 

— ds 
(17) 




dt = 



per una nota proprietà della cicloide intanto si ha 5* = 8 i? x, , donde 

dx 



viene ds =^ ^2R-j==y e sostituendo nella precedente (17) risulta 



di=y 



R_ 

g 



X 



— dx. 



Vbx,-x\' 

la quale equazione può presentarsi nella forma che segue, essendo l = ^R 
il raggio vettore ON, 



(18) 



dt 



=1/^ 



X 



fA 



2x, — b 



T 
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questa, integrata tra i limiti o e ^ dei tempo, dà 

da cui posto X, = o si ricava per la durata T, che mette il mobile da 
M^ ad arrivare in N ^ 



In N il mobile è animato dalla velocità v :=Y2gby in virtù della 
quale proseguirà il movimento nel ramo ND' della curva sino ad M^, 
punto simmetrico di M^ rispetto ad ON, dove la sua velocità si estin- 
gue; in esso ramo NM^ sia M' la posizione al tempo /, contato questo 
dal passaggio in N, e si dinoti — 5 l'arco NM' percorso; ritenute le 
altre superiori indicazioni, si rileva che pel movimento in questa parte 
della trajettoria, per la quale dì t d$ hanno pari segno, sussiste l'e- 
quazione 

di-. ^' 



vzgib-xy 

la quale, per essere in detto ramo s = — /SXx^ , assume la stessa for- 
ma (i8), ed integrata tra i limiti o e / del tempo, dà 

posto in questa x, = t risulta per la durata T' che mette il mobile per 
arrivare da N al punto M^ l'espressione 



' = Tj/f. 



ed essendo la stessa (20), dimostra essere le oscillazioni isocrone da una 
parte e l'altra della ON, quindi si ha per la durata totale di un'in- 
tera oscillazione 



(22) e = «i/Z. 



Poiché questa espressione è indipendente della posizione di M^ , ne 
s^ue che la durata è la medesima, sia che il mobile parta da D, sia da 
qualunque altro punto del ramo DN; essa inoltre comparata con la (15) 
del § prec., manifesta essere quella stessa di un pendolo circolare di lun- 
ghezza / oscillante in piccola amplitudine. 

Per realizzare il movimento del pendolo cicloidale, bisogna che il 



70 



PARTE I. — CINEMATICA. 



punto materiale fosse attaccato airestremità di un filo flessibile, inestea- 
sibile, e senza massa, di lunghezza eguale ad ON, inoltre che vi sieno 
connesse le due evolute OEDy OE'D\ ossia le due semicicloidi di ^uale 
cerchio poste come nella figura, sulle quali possa piegarsi liberamente 
il filo di guisa che il mobile M sia costretto a percorrere la DND\ 
ovvero una porzione M^NM^ della stessa. 



49. La acLomE è tautocrona. — L'espressione (20) dimostra che 
se diflferenti punti mobili sieno costretti a percorrere il ramo DN della 
cicloide, partendo da diverse posizioni, quindi da difierenti distanze b ri- 
spetto alla tangente BC condotta pel punto più basso N, arriveranno 
tutti al punto N nel medesimo tempo T dato da quell'espressione; que- 
sta proprietà si rende più manifesta, se si prende in considerazione Tac- 
celerazione tangenziale del mobile, giacché da un canto si ha per la stessa 

-r-i = £ T^ % d'altro canto avendosi per la cicloide 5' = 8 ij jc, , ne deriva 
dì ^ ds ^ ' 

. d^s gs 

^ ~37~4T' 

donde emerge che ; è in ragione della distanza sulla trajettoria della po- 
sizione del mobile dal punto N. 

Si chiama tautocrona una curva sulla quale un punto in moto per- 
viene sempre nel medesimo tempo al punto più basso (posta nella po- 
sizione della fig. 16 precedente), qualunque fosse la posizione donde il 
mobile parta, perciò la cicloide è tautocrona; ed ora andiamo a ricono- 
scere che essa è la sola curva di tale specie, posando per l'oggetto la 
seguente quistione: 

QuaVt la curva che deve descrivere un mobile, affinchè metta sempre 
lo stesso tempo per arrivare in un punto N (Jig, ly) qualunque sia queUo 
M^ di partenza ì 

Per la debita generalità si riferisca il movimento ad un tetraedro 

avente N per uno dei vertici che sia de- 
signato 2, lo spigolo D,, parallelo alla 
direzione ed in senso opposto dell'acce- 
lerazione g animante il mobile, il piano 
^ti della faccia B^ sia perpendicolare al detto 
spigolo, e perdo alla direzione di g (neUa 
figura rappresentato della retta NL), tutti 
gli altri elementi di detto tetraedro siano 



AV/'' 




l 
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presi a piacimento; supponiaipo che M^ sia dall'aspetto del piano della 
faccia B^ in senso medesimo allo spigolo D^,, e che allo stesso punto 
M^ corrisponda la coordinata x^ = by rappresentata nella figura da KM^. 
Gò premesso, se al tempo ^ sia M la posizione del mobile, cui 
corrisponde la coordinata x^ = HM^ e la velocità v = — dsidiy di- 
notato s Tarco NM della trajettoria, che dovrà percorrere il mobile, e 
per la quale ds e dt sono di segno opposto, giacché il tempo si conta 
dalla partenza in Af^, di seguito all'espressione didv^ nel § 46, applicata 
al caso attuale, si ha l'equazione 

yb — X, 

integrata la stessa tra i limiti o e 7' del tempo, designata T la durata 
per arrivare il mobile da M^ ad iV, ai quali limiti corrispondono ^ e o 
per la X,, si ottiene 

Per determinare la curva tautocrona, si tratta di avere s in funzione 

della X, in guisa che il valore di T sia indipendente da ^, conseguen- 

• temente che la sua derivata rispetto a ^ sia nulla; poniamo 5 = 9 (jc^), 

quindi avendosi -j — = 9'(^i)> ^ ^ P^^^ ^i = ^5, ai limiti b to delle 
x^ corrispondono i e o per la ^, e si ha per la precedente espressione 

* _ c/o fr^ Jo fT=^' ' 

posto ^ (bi) = Vb^.^^b^^y e dalla medesima deriva 

ora, la derivata dTidb dovendo esser nulla qualunque sia ^, bisogna 
che si abbia identicamente ^'(bl) = YC^d = o> ^cchè altrimenti si po- 
trebbe prendere b cosi piccola, sicché da x, == ad x^ = b, quindi da 
5 = a 5 = 1, la ^'(b^) fosse sempre dello stesso segno, ed allora 
l'integrale nella (i), avendo mtti i suoi elementi dello stesso segno, non 
sarebbe nullo. 

Poiché integrata la ^'(xd = ^> vìcnt 

K^.) = *^.9'W = ^, _ 

e essendo una costante, ne segue 9'(x,) = c:f^, d^(x^y=: zcd^x^^ 
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infine 

posto 2R = c\ che è l'equazione della cicloide passante pei punti M^ ed 
Ny essendo quest'ultimo il punto più basso; la cicloide dunque è la ri- 
chiesta curva tautocrona. 

50. La cicloide è altresI curva brachistocrona. — Premessi i 
dati medesimi del § prec., si domanda di sapere : quale curva debba per- 
correre il mobile onde arrivare da M^ ad N nel più breve Umpo possibile ? 
Tale curva dicesi brachistocrona, o curva della più celere discesa. 

Per maggiore convenienza prendiamo il punto M^ (fig. 18) pel ver- 
tice 2 dello spigolo D^, del tetraedro fon- 
damentale, in tutto il resto le designazioni 
come nel precedente §, però nella figura 
essendo il piano della faccia B^ rappresen- 
tato dalla retta M^ L, la coordinata x^=b 
corrisponde al punto N, ed è rappresen- 
tata àz KNy mentre la coordinata x^ cor- 
rispondente aUa posizione M del mobile al tempo t è rappresentata 
da HM. 

Per la velocità v del mobile in M, stante le premesse e Tespres- 
sione (27) del § 28, si ha 

e da questa equazione, posto 




(k = 2, 3, 4), 



SI trae 



1/2^.4/ = :( 



dx. 



integrata la stessa tra i limiti e ^, essendo i il tempo per arrivare il 
mobile da M^ ad Ny ai quali punti per la coordinata x^ corrispondono 
i valori o e ft = if N, si ottiene 

Affinchè il tempo t sia un minimo, bisogna che fra tutte le linee pas- 
santi pei punti fissi M^ ed N, ossia facendo variare le x^, x , x^ in 
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tutti i modi possibili tra i limiti o e ^ della x,, la variazione dell'iute* 
graie al secondo membro sia nulla, od in altri termini per la linea di 
più celere percorso del mobile tra i due punti fissi dev'essere sodisfatta 
l'equazione 






intanto dall'espressione di z^ si deduce 

* I ^- r. àx^ tdx^ 



^ ^ *dx, dx^ 

quindi l'equazione precedente può presentarsi nel modo che segue, posto 
^ = I : :^ Yx[y e commutando altresì i due simboli t t dy 



f: 



^j» 



int^andola per parte, si ottiene 

ma ai limiti o e & della x, le variazioni ^ x^ sono nulle, essendo M^ ed 
N punti fissi, ne deriva dunque per quest'ultima equazione 

Essendo le variazioni Xx^, Sx^, %x^ indipendènti fra loro ed af- 
fatto arbitrarie, affinchè quest'ultima equazione abbia luogo bisogna, non 
solo che la funzione sotto il segno integrale sia nulla, ma altresì che 
ciascuno dei coefficienti delle anzidette variazioni sia identicamente nullo; 
laonde per aversi il valore minimo di /, fa d'uopo che sussistano con- 
temporaneamente le tre equazioni 

le quali integrate danno, designandosi con c^ tre costanti» 
/ \ ydx^ ydx^ ydx^ 

Eliminata 2^ fra la seconda e terza di queste equazioni, si trae 

F. CALbkMWiA» ^ MuumUm. io 
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la quale integrata, con osservare che al punto M^ sì ha jc^ = x^ = o, di 

ed essendo questa l'equazione di un piano a passante per lo spigolo D^^ 

del tetraedro fondamentale, perciò parallelo alk direzione di g^ dimostra 

essere la linea del più celere cammino tutta compresa in detto piano, il 

quale rimane fissato di posizione dal menzionato spigolo e dal punto N. 

Moltiplicate le (t) rispettivamente per B^, B^y B^y indi sommate fra 

dx 
loro e con la identità ^B,-— = 2^5,, atteso la relazione 

'ax, ' 

^B.dx^ = 0, 0= I. a. h 4), 

si ottiene 

B,^'{-XBuC, = Oy (4 = 2,3.4); 

da questa, moltiplicandola per ds, con osservare che stante l'espressione 

di j(* si ha (li = Tidx^y e rimettendovi l'espressione ^ = 1 : :(|^, a 
deduce 

poscia integrata quest'ultima equazione, con osservare che al punto M^ è 
X, = 5 = o, si consegue 

-2B^V7;=sXBuCu. 

ed elevando a quadrato, posto altresì / = 2 5* : (^ B^^ c^)* , risulta in- 
fine l'equazione 

affermante che la trajettorìa a doversi percorrere dal mobile è un arco 
di cicloide compreso nel sudetto piano a, con la base nel piano condotto 
per M^ perpendicolarmente alla direzione dell'accelerazione ^, e la som- 
miti dal lato di esso piano in cui trovasi il punto JST, od in altri ter- 
mini la linea brachistocrona è la cicloide comprendente i punti fissi Af ^ , 
N, situata nel modo anzidetto. 

XL — Movimento di un punto animato da accelerazione 
diretta costantemente verso un punto fisso. 

51. Teorema delle aree nel movimento piano. — Se il movi- 
mento piano sia tale, che il raggio vettore OM, a partire da una data 
posis^ione OM^, descrive aru proporzionali ai tempi impiegati, in tal caso 
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y accelerazione a del mobile sarà costantemente diretta verso il punto fisso O; 
reciprocamente, se Vaccelera:^one a sarà sempre diretta ad un punto fisso 
del piano, le ara descritte dal raggio vettore M, ruotando intorno ad 
0, saranno proporzionali ai tempi. 

E da prima si osserva che, essendo l'area descrìtta dal raggio OM 
proporzionale al tempo, la velocità areolare sarà costante, quindi si avrà 
diX\dt = Oj ed essendo rìferìto il movimento ad un triangolo fonda- 
mentale, di s^uito all'espressione (37) del § ^9 deriva l'equazione 

(0 [^x ^^ ^3] = ^' 

rappresentando la matrice del determinante per brevità con la sua prima 
diagonale; ora, se Ai/ è il vettore rappresentante l'accelerazione a del 
mobile nella posizione M di coordinate x. , l'estremità / ha per coordinate 

I d^'Xi _ , 

quindi la (i), che può mettersi sotto la forma [a, x^ Xj-{-aj] = o, di- 
mostra che i tre punti 0, M, / sono in linea retta, ossia che l'accele- 
razione totale a del mobile è diretta verso il punto 0. 

Reciprocamente, essendo la detta accelerazione costantemente diretta 
al punto fisso di C), ha luogo l'equazione (i), la quale scrìtta come 
segue 

/ d^_ ^\_ ( d^x, d'x\ 

, / d'x, d'x\ 

ed integrata dà 

essendo A una costante, la quale equazione può mettersi nella forma 

(2) [0, x^ x^-\rdx;\=Adt, 

che dimostra la proporzionalità sopra enunciata, tra l'area descrìtta dal 
raggio OAf e il tempo impiegato. 

52. Teorema delle aree pel movimento nello spazio. — Se il 
movimento di un punto, riferito ad un tetraedro, sia tale che rispetto ad 
un punto fisso 0, e su tre dei sei piani- condotti da perpendicolarmente 
agli spigoli del tetraedro fondamentale [presi però a gruppi ternari desir 
gnali (42) nel ^ 30], il raggio vettore del movimento projettaio su ciascuno 
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di essi tre piarti descrive aree propor:^ionali ai tempi, tale sarà altresì pel 
movimento projeitaio su gli altri tre piani, e V aculera^ione totale a del 
mobile sarà diretta costantemente verso il punto fisso O; reciprocamente, 
essendo V aculera^ione a del mobile sempre diretta ad un punto fisso O, il 
raggio vettore, rispetto a questo punto, del movimento projettato su ciascuno 
dei sei piani anxjndicati descriverà ara propor:^ionali ai tempi, e ciò in con- 
seguen^a avrà luogo per un qualsiasi piano condotto per O; nelVun caso, 
l'altro, la trajettoria del mobile t una linea piana, il cui piano passa 
per 0. 

In£itd, poiché il raggio vettore Om del movimento projettato su 
ciascuno di tre dei sei piani sopra dinotati descrive aree proporzionali ai 
tempi, le relative velocità areokri sono costanti^ supponiamo, p. e., che 
dò avvenga su i piani del gruppo (12, 13, 14), diguisachè si abbiano 
Tequa^oni 



essendo A'y A'\ A'" tre quantità costanti, ed in forza delle (41) del 
§ 30 ottenendosi le Q^^ Q,^, Q^^, hanno luogo altre tre simili equazioni; 
da codeste equazioni per di£Ferenzìazione ne derivano altrettante, di cui 
la prima è 

(4) (^ - ^4)-^' - (^3 - ^5)7F = ""' 

e le altre cinque deducibili da questa, facendo subire al gruppo (1234) 
degl'indici le sostituzioni indicate (40) nel § 39, le quali sei equazioni 
manifestano che le projezioni dell'accelerazione totale passano pel punto 
0, quindi essa stessa sarà diretta costantemente verso quel punto. 

In secondo luogo, essendo l'accelerazione a del mobile diretta sem- 
pre ad un punto fisso 0, sussisteranno l'equazione (4) e le sue conse- 
guenti amdcennate, le quali integrate forniscono sei equazioni, la prima 
espressa come segue 

dinotando C^ una costante, similmente C^, . . . , C,^, eie altre dnque 
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sono deducibili da questa mercè le succennate sosdtuzioiiì negl'indici; le 
medesime manifestano evidentemente la proporzionalità sopra indicata tra 
le- aree dei movimenti projettati ed i tempi impiegati, e poiché la costi- 
tuzione del tetraedro fondamentale è arbitraria, risulta evidente che la 
stessa proprietà sussiste pel movimento projettato sopra un piano qual- 
siasi condotto pel punto fisso. 

Fra tre delle sei equazioni, le (3) con le desunte mercè le (41) del 
§ 30, ovvero prese tra la (5) e sue conseguenti, convenientemente scelte, 

dx- 
eliminando le derivate -r—^ che vi siano incluse, sì trova un'equazione, 

la quale combinata a sua volta con la X ^i (Pi — ^ò = o> ^^ un'equa* 
zione di forma 

^^i(Pi — ^i) = o> ^*~ ^' ^» 5» ^^ 

in cui le c^ sono quantità costanti; or essendo tale equazione quella di 

un piano passante pel punto fisso 0, resta cosi provata l'ultima proprietà 

designata dal teorema sopra enunciato. 

53. Consideriamo il movimento piano di un punto M^ che gode la 
proprietà significata dal teorema Hel § 51, e riferiamolo . ad un asse po- 
lare X tracciato nello stesso piano, essendo il pimto fisso, verso il 
quale è rivolta sempre l'accelerazione, la posizione Af del mobile sarà 
perciò determinata dal raggio vettore Af = r, e dall'angolo X Af = 9 
che forma con l'asse polare; l'area descritta da OAf in im elemento di 

tempo infinitamente piccolo dt va espressa da — r^d^, e per la pro- 
prietà specìfica del movimento in esame si ha 
(6) —r^d(f:=^Adt, 

dinotando A una costante, la quale equazione difiPerenziata dà 

questa confrontata colla seconda espressione (23) del § 27 dimostra es- 
sere nulla la componente dell'accelerazione secondo la perpendicolare al 
raggio vettore, in conseguenza codesta accelerazione, come altronde si sa, 
è tutu diretta secondo il raggio AfO, espressa quindi per la prima (23) 
di detto § 27, e sunte la (6) si ha 
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rendendosi manifesto che detta accelerazione è esprimibile in funzione del 
raggio vettore e dell'accelerazione di scorrimento. 



I 



La velocità areolare, espressa da — OD . i;, essendo costante, se si 
dinota B tale costante, dà 

(9) v = 



OD 

ciò che prova il variare della velocità in ragione inversa della perpendi- 
colare OD tirata da sulla sua direzione; infine per la (6) avendosi 

(IO) 17 = —' 

s'inferisce che la velocità angolare fu =i d^idt del raggio vettore varia 
in ragione inversa del quadrato dello stesso raggio. 

54. Esempio. — Come applicazione prendiamo in esame il movi- 
mento di un punto percorrente un'ellisse in modo che il raggio vettore 
tirato da uno dei fuochi descriva aree proporzionali ai tempi. 

Sia ^^' il grandasse (fig. 19), ed 0' i due fuochi, quello da 

cui parte il raggio vettore, C il centro, e 
A'f- 43 poniamo CA — CA' = a, CO = C0'=ae, 

essendo perciò 2 a il grandasse, e lo schiac- 
ciamento, ossia il rapporto tra la distan?a 
focale e il grandasse. Si conti il tempo dal 
A passaggio del mobile per l'estremità A del 
grandasse, la più prossima ad 0, e sia M 
la posizione al tempo t, determinata dal rag- 
^ gio vettore OM = r, e dall'angolo 9 formato 

dallo stesso con OA, in virtù della proprietà enunciata si ha l'equazione 

(11) r*d(f — cdi, 

essendo e una costante (eguale al doppio dell'area descritta dal raggio 

vettore nell'unità di tempo), quindi — et è l'espressione dell'area AOM 

descritta nel tempo t. 

Si dinoti r' l'altro raggio O'M dell'ellisse, sicché r -f r' = 2 a, ed 
avendosi pel triangolo OMO' 

r'* = r* + 4 tf*^* + 4 tf ^r cos 9, 




CAP. I. — MOVIMENTO DI UN PUNTO MATERIALE. 79 

eliminato r' = 2a — r, si ricava 

(12) r = — ^^ ^, 

^ ^ I -J- e cos <p 

che è inequazione della trajettoria nelle coordinate polari. 

Sia r il tempo che mette il mobile a percorrere l'intera trajettoria, 
siccome la costante e ha per valore il rapporto a T del doppio dell'area 

racchiusa dall'intera trajettoria espressa da ita^Yi — e*, cosi ponendo 
n = 2 w : r, viene 

di seguito per la (ii) si ha 

(a) r^d<f = na^yi —e'dt; 

intanto dalla (12) si ricava 

cos<p = — ^ ^ , sen 9 = ya*e — (a — rY> 

T re ^ re ^ '^ 

dalla stessa deriva pure 

rfy. dr re sen (p , 

e da questa, atteso l'espressione di senf, si trae 

^ V , aVi — e^dr 

^^^ '^~rV^7^(a-ry' 

espressione che introdotta nella (a) fornisce l'equazione 

(») nadt = —=JÉL=. 

^ yaU' — (a-ry 

Affine d'integrarla poniamo 

(13) r = a (i — e cos u) , 

donde si ricava dr =: ae sen u d w, indi per la (S) viene 

nd^ = (i — ecosu)du^ 
la quale equazione integrata tra i limiti o e < del tempo, e poiché a < = o 
corrisponde r = a(i — e), perdo u = o, dà 

(14) ni = u — esenu. 

Infine, sostituendo nella (y) ad r e d r le precedenti espressioni, si 
ottiene 

Vi — e'du 



d(f = 



I — e COS — u + e sen — u 
2 ' 2 



posto :( = tan — u, si ha 



u . 
2 
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integrando quest'ultima equazione, con osservare che a 9 = o corrisponde 
u = X. = Oy risulta 

e di s^;uito 

(15) tan — 9 = |/^^tan- 

Le (13), (14), (15) danno in forma finita i valori di r, t, f mediante 
l'ausiliaria u, e se si elimina questa, si esprimerà le coordinate r, f del 
punto mobile in funzione del tempo, ma codeste espressioni non pos- 
sono ottenersi che in serie, le quali riescono tanto più convergenti per 
quanto più piccolo sia lo schiacciamento e. 

Riferendo la trajettoria a coordinate ortogonali x,, x^, prendendo 

per asse delle x, il grandasse AA'y t per asse delle x^ la perpendicolare 

ad ^^' condotta per 0, il quale punto è perciò l'origine, si hanno le 

relazioni 

X, = r cos <p , X, = r sen 9 , 

dalle quali, atteso le (11), (12) e la (^), si deducono 

dx, — csen^ dx^ ^(e + cos^) 

3r~ a(i —e)* dr~ a{i —e') ' 

^'x, — c^ cos 9 d^x^ — e* sen 9 

componendo queste espressioni, si ottiene con le prime due la velocità 

del mobile 

• 

cVi + «* + 2 « cos 9 /la \t 
v = — 4^ — * — 5T i- = nal Il , 

e con le altre due l'accelerazione totale 



a = 



.a 9 



a(i - e'y 

la quale forma coi sudetti assi rispettivamente gli angoli 1 80^ -f~ ? ^ 
270*^ — 9, e donde risulta : 

i^ che la grandezza dell'accelerazione è in ragione inversa al qua- 
drato della distanza del mobile dal fuoco 0; 

2^ che la sua direzione è secondo il raggio vettore nel verso dal 
mobile al detto fuoco. 



CAPITOLO SECONDO. 

MOVIMENTO DEI SOLIDI O SISTEMI INVARIABIU. 



I. — Definizioni e principi generali. 



^^, In Meccanica si chiama solido invariabile, sistema invariabiley ed 
anche sistema rigido, un insieme di punti le cui posizioni relative non 
possono essere alterate; è questo un concetto dello spirito, che non ha 

riscontro in Natura, giacché tutti i solidi naturali, anche i più resistenti, 
si sformano leggermente sotto dazione delle forze applicate agli stessi, 
comunque piccole che esse siano; i sistemi invariabili si designano pure 
col nome di solidi geometrici, per opposizione ai solidi naturali, dei quali 
la invariabilità delle forme non è assoluta, e devesi tenere conto della 
massa. 

Concepito a questo modo un solido invariabile, la sua figura può 
esser definita : 

I® Dalla conoscenza delle distanze scambievoli di tre punti A, B, C 

non in linea retta (fig. 20), che costitui- 
scono ciò che si chiama il triangolo fon- 
damentale. 

2^ Per la conoscenza delle distanze 
di ciascuno degli altri punti ai tre primi 
designati, purché si sappia da quale aspetto 
del piano del triangolo fondamentale si 
trova il punto considerato. 

Dappoiché ad un punto D definito 
per le distanze />, q, r relativamente ai tre 

F. CaLDARUA. — MCCCMNM. tt 



Ay.zo 




82 PARTE I. — CINEMATICA. 

punti scelti Ay 5, C, e posto da un aspetto del predetto piano, è sim- 
metrico un secondo punto D', dall'altro aspetto, corrispondente alle me- 
desime distanze /), 9, r dai punti A, £, C. 

Con questi dati la conoscenza dei movimenti che prendono simulta- 
neamente i punti Ay B, C, ossia del movimento del triangolo fonda- 
mentale, basta per esser il movimento dell'intero sistema completamente 
determinato. 

La traiettoria di un punto si può riguardare come un poligono d'in- 
finid lati infinitamente piccoli, di cui il mobile ne percorre successiva- 
mente i differenti lati; immaginiamo che le trajettorie dei diversi punti di 
un solido invariabile in movimento siano pure assimilate a poligoni infi- 
nitesimali, con la condizione che allorquando l'uno dei punti mobili si trova 
in un vertice del poligono che egli percorre, tutti gli altri punti sieno nello 
stesso caso, sicché il movimento del solido sarà tale, che durante un primo 
elemento di tempo i diversi punti che lo costituiscono percorrono rispet- 
tivamente il primo lato delle loro trajettorie, durante un secondo elemento 
di tempo ne descrivano il secondo lato, e cosi di seguito. Ognuno 
di questi movimenti, che si effettuano nei diversi elementi successivi del 
tempo, è ciò che si chiaou un movimento elementare del solido. 

56. Dietro queste premesse, passiamo a dimostrare il seguente 
Teorema. — Per un sistema invariabile in movimento le proje^ioni delle 
velocità di ciascuna coppia di punti secondo la loro congiungente sono eguali. 
Consideriamo due punti P', P" del sistema, le cui coordinate tetrae- 
driche sieno x|., x" (i = i, 2, 3, 4), fra le stesse e la distanza p di essi 
punti ha luogo l'equazione 

dandosi al gruppo h k degl'indici tutte le combinazioni binarie semplici dei 
numeri (1234); inoltre, designati \ i seni degli angoli, che la congiun- 
gente s di detti punti forma con le facce £. del tetraedro fondamentale, 
susàste la relazione 

ora, attesoché le distanze scambievoli fra i diversi punti del solido si con- 
servano inalterate, differenziando la (a) rispetto al tempo, con riguardo 
alla (P), si ottiene 
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Sieno v\ v" le velocità dei sudetti punti, ed u\ u" le loro proje- 
zioni sulla congiungeiite 5, di cui p è un segmento, si dinotino (5v'), (^v") 
gli angoli tra essa congiungente e le direzioni delle dette velocità, digui- 
sachè si hanno 
(X) u' = v' cos (5 v') , u" = v" cos (s v") ; 

designati X|, >f' i seni degli angoli, che le direzioni delle v', v" for-r 
mano rispettivamente con le facce B^ del tetraedro fondamentale, hanno 
luogo le relazioni 

18 r cos(5t;') = - ZDUB,B,(\,\; + X,Xi), 

18 Tcosisv") = - I.DUB,B,Ck,yi + X,VO. 

dalle quali moltiplicate per v\ v*\ atteso le ($) si deduce 

e poiché v'X; = 4^, v"x;' = 4^> ^ ha infine l'equazione 

r 8 T (u'-u"y= -XDl, B, b[x, (^fi _ 4f ) + .,(§- ^')] . 
il cui confronto con la (y) dimostra l'eguaglianza enunciata 



«' = u". 



57. Sia n U numero dei punti costituenti il sistema rigido, le — ^ 1 

equazioni analitiche esprimenti le condizioni per rimanere inalterate le di- 
stanze scambievoli, significate simbolicamente 

/,j=:cost., 

possono ridursi al numero 3 « — 6, numero sempre inferiore ad -^ ^ 

per fi > 4. 

Infatti, dinotati P^, P,, P^ i tre punti costituenti il triangolo fon- 
damentale, perciò non in linea retta, devopo per gli stessi coesistere le 
tre equazioni 

l^^ = cost. , /^j = cost. , /j, = cost. ; 

preso un quarto punto P^ devonsi avere l'equazioni 

\^ = cost. , Z,^ = cost. , /j, = cost , 

e per considerare tutti gli altri punti del sistema» oltre ai tre P, , P^ > ^} > 
devonsi dare ad r i valori 4» 5> 6 , . . . , n, risulta quindi che l'equa* 
rioni di condizione per la rigidità del sisteou sono in npoiero 3 n -*- 6; 
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le 3 « — 6 distanze corrispondenti si denominano le distan:{e fondanun- 
udì del sistema. 

Affinchè si possano ricavare da codeste 3 n — 6 equazioni le condi- 
zioni d'invariabilità del sistema, sarà necessario e sufficiente che diflfe- 
renziandole rispetto al tempo, si ottengano equazioni fra loro distinte; 
posta questa condizione, ne segue che se le projezioni delle velocità di 
ciascuna coppia di punti (fra i quali sono misurate le distanze fondamen- 
tali) sulle rispettive congiungenti sono eguali, il movimento del sistema 
avverrà senza alterazione delle scambievoli distanze fra i suoi punti, o, 
come suole dirsi, sarà un moto compatibile con la rigidità del sistema. 

Sebbene i solidi invariabili, come si è detto, non esistono in natura, 
pure il loro studio riesce sommamente proficuo per quello dei corpi natu- 
rali; questi, siano anche liquidi o gas, essendo in movimento, possono pren- 
dere forme permanenti tali, che i differenti punti dei quali si compongono, 
restino effettivamente a distanze scambievoli invariabili durante un inter- 
vallo di tempo più o meno lungo, ed in questo intervallo di tempo essi 
possono essere assimilati a veri solidi invariabili; i punti allora si dicono 
collegati fra loro invariabilmente, e le condizioni sussistenti rispetto alle 
vicendevoli loro distanze diconsi i legami o vincoli del sistema. 

Intanto il movimento di un solido invariabile può essere, o assolu- 
tamente Ubero, ovvero sottoposto a date condizioni, ossia può essere coatto, 
il quale si distingue in quattro specie: 

I** movimento di traslaT^ione; 2° moifimenio di rotazione attorno un 
asse fisso; 3*^ movimento parallelo ad un piano fisso; 4° movimento di ro- 
ta^iione attorno un punto fisso. 

Stabiliti i principi generali sopra significati intorno al movimento di 
un solido o sistema invariabile, andiamo a studiarne dapprima le varie 
specie del movimento coatto. 

IL — Movimento di traslazione. 

58. Supponiamo che il solido si muova di tale maniera, che i tre 
lati del triangolo fondamentale ABC si mantengano costantemente paral- 
leli alle posizioni primitive; allora, com'è facile rilevare, le rette congiun- 
genti ogni altro punto ai tre A, B, C, e parimenti ogni retta determinata 
da due punti presi a piacimento nel solido, si conserveraxmo parallele alle 

loro posizioni primitive; tale movimento dicesi di traslazione. 
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Da questa proprieti ne segue che, in ogni movimento elementare, 
i differenti punti hanno velocità eguali e parallele; perciò descrivono cam- 
mini eguali e paralleli, le loro trajettorie sono curve identiche, le accele- 
razioni di varia specie sono rispettivamente eguali e parallele, e basta 
quindi considerare il moto di un solo punto, essendo identici a questo 
i movimenti di tutti gli altri. 

Per dimostrare ciò, si considerino due punti P', P", le cui coor- 
dinate tetraedriche ad un dato tempo t sieno xj, x" (i = i, 2, 3, 4), 
e p la loro distanza; attesoché questa distanza invariabile nel movimento 
si mantiene parallela a sé stessa, le projezioni delle sue estremità su 
ciascun raggio della stella O indicata nel 5 23 determinano un segmento 
costante, perciò con ciascun valore di j si ha xj — x" = cost. , donde 

dx'. d x" 

-5—^ = -j-^ , e di seguito a questa eguaglianza, in virtù della (27) del 

ai ai 

§ 28, viene v' = v"; pel teorema del § 56 le projezioni u', u" sono 
eguali, risulta dunque cos(jt;') = cos(5x;"), s dinotando la congiun- 
gente dei due punti, quindi le velocità dei medesimi, oltre ad essere eguali, 
sono parallele, ed essendo ds' = v' dt^ ds" = v"dt, deriva che i cam- 
mini elementari dei due predetti punti sono eguali e paralleli, e ne se- 
guono tutte le altre proprietà sopra significate. 

n movimento di traslazione può essere rettilineo o curvilineo, se- 
condochè i differenti punti del solido descrivono Unee rette, o Unee curve; 
in quest'ultimo caso le direzioni parallele del movimento, quindi le di- 
rezioni delle velocità, e delle varie accelerazioni cangiano da un istante 
all'altro successivo. 

Una figura piana mobile nel suo piano può essere animata da un 
movimento di traslazione; se costituisce un sistema invariabile, al pari che 
un solido mobile nello spazio, tutto quello che si è detto relativamente 
ai solidi è direttamente applicabile al moto di traslazione della figura 
piana nel suo piano. 

59. Movimenti di traslazione simultanei. — Parimenti che un puntp 
può essere animato contemporaneamente da più movimenti simultanei, 
e dei quali si sa farne la composizione per determinare il movimento 
risultante (§ 1 3 e seg.), cosi anche un solido invariabile potrà esser ani- 
mato ad un certo istante da più movimenti elementari di traslazione, e 
si avrà a determinare U movimento elementare risultante. Ora, se ì mo- 
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vimenti simultanei sieno due con direzioni concorrenti, ciascun punto del 
solido descriverà, in virtù del movimento risultante, la diagonale dd p- 
rallelologrammo costrutto su i cammini infinitamente piccoli, che ^ per- 
correrebbe in forza di ognuno dei movimenti componenti; ma tutti i pa- 
rallelogrammi costrutti in tal modo pei diversi punti del solido hanno i 
loro lati egasLÌi e paralleli, perciò le loro diagonali eguali e parallele, 
dunque il movimento risultante del solido è un movimento di iraslaiiom; 
inoltre la velocità del solido in questo movimento risultante è rappresen- 
tata in grandezza e direzione dalla diagonale del parallelogranmio co- 
strutto sulle rette, che rappresentano le velocità dei movimend componenti 

Se il solido sia animato da un numero qualunque di movimenti ele- 
mentari di traslazione con direzioni concorrenti, il suo movimento risul- 
tante sarà altresì un movimento di traslazione, e la sua velocità si de- 
durrà dalle velocità dei movimenti componenti, mediante la costruzione 
del poligono indicato nel § i6; nel caso poi, in cui non si avranno che 
tre movimenti componenti, e le rispettive velocità non sieno in uno stesso 
piano, la costruzione del poligono anzicennato sarà rimpiazzata da quella 
del parallelepipedo delle velocità, come nel precitato % i6. 

Da ciò che precede risulta altresì evidente che, ad un dato movi- 
mento di traslazione elementare di un solido si potrà sostituire due mo- 
vimenti elementari simultanei, secondo due assonate direzioni in un me- 
desimo piano con la direzione della velocità del movimento dato, e tre 
movimenti simultanei le cui direzioni siano in piani diversi, dò che vale 
lo stesso a dire che il dato movimento si potrà decomporre in due o 
tre movimenti, secondo direzioni assegnate con le condizioni anzidette. 

in. — Movimento di rotazione attorno un asse fisso. 

60. Se due punti di un solido in movimento restano costantemente 
immobili, mtd i punti del sistema che si trovano sulla retta congiungente 
questi due punti dovranno restare parimenti immobili, ed il solido non 
fa che girare attorno questa retta, alla quale si dà il nome di asse di ro- 
ìaxjonc; il movimento del solido in questo caso è un movimento di ro- 
taT^ione attorno un asse fisso. 

Sia M un punto qualunque del sistema, AB Tasse di rotazione 
(fig. 21), da Af si abbassi la perpendicolare MP sull'asse, questa linea 
resterà perpendicolare ad ^ £ in tutte le posizioni del solido, quindi de- 
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scriverà un piano perpendicolare ad -45, e poiché la distanza MP non 



Ka:JU 




cangia, il punto M de- 
scriverà nel piano anzi- 
detto un circolo avente 
il suo centro in P; per- 
ciò nel movimento di 
rotazione di un solido 
attorno un asse fisso, 
ciascun punto descriverà 
una circonferenza, il cui 
piano è perpendicolare all'asse, ed il centro sullo stesso. 

Sia N un secondo punto ed NQh perpendicolare tirata sull'asse, 
sarà Q il centro della trajettoria circolare descritta da questo secondo 
punto; se Af ', N' sono le posizioni che i detti due punti occupano dietro 
un tempo ^, è facile rilevare che gli angoli M M', N QN' sono eguali; 
infatti, condotta Pn parallela z QN, questa linea Pn sarà perpendico- 
lare zi AB, Q per conseguenza nel piano del cerchio descritto dal punto 
Af, ora quando i punti M, N vanno in M\ N', h linea Pn prenderà 
la posizione Pn' parallela a QN\ e l'angolo nPn' è eguale ad N QN\ 
ma ff PAf non cangia durante la rotazione del solido, dunque n'PM'= nPM, 
e sottraendo la parte comune nPM\ resta MPM' =^ nPn' = NQN\ 
Pertanto nel movimento di rotazione di un solido attorno un asse 
fisso le perpendicolari abbassate dai diversi punti sull'asse descrivono 
nello stesso tempo angoli eguali; il valore comune di questi angoli cor- 
rispondente ad un tempo qualunque, è ciò che si chiama l'angolo di cui 
il solido ha girato durante questo tempo, o lo spostamento angolare del 
solido ed è numericamente misurato dall'arco di circolo descritto nello 
stesso tempo da un punto posto all'unità di distanza dall'asse. 

D movimento di rotazione è uniforme quando gli spostamenti an- 
golari sono proporzionali ai tempi impiegati; il grado più o meno grande 
di rapidità o di lentezza di tale movimento è misurato dallo spostamento 
angolare nell'unità di tempo, che si denomina la velocità angolare del 
solido; dinotandola con co, un punto Af posto alla distanza r dall'asse 
descriverà sulla sua trajettoria l'arco ro) nella stessa unità di tempo, 
quindi la velocità lineare v di esso punto nel movimento uniforme è 

(i) v = r<ùy 

e ne deriva che le velocità lineari dei vari punti del solido sono tra loro 
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come le distanze dall'asse; l'accelerazione tangenziale è nnlla, e la cen- 
trifuga espressa da 

(2) = — rw*. 

Ogni movimento di rotazione che non è uniforme si dice vario^ 
il quale può sempre riguardarsi come la successione di un'infiniti di mo- 
vimenti uniformi, ciascuno avente luogo in un intervallo di tempo infi- 
nitamente piccolo; perciò si chiama velocità angolare, ad un istante qua- 
lunque, in un movimento di rotazione vario la velocità angolare del mo- 
vimento di rotazione uniforme elementare, che fa parte del movimento 
di rotazione vario allo stesso istante; e se f dinota l'angolo di cui il so- 
lido ha girato alla fine del tempo ty cioè lo spostamento angolare del 
soUdo in detto tempo, la sua velocità angolare sarà 

0) " = 5' 

conseguentemente, per un punto M posto alla distanza r dall'asse, la ve- 
locità lineare t;, l'accelerazione tangenziale ;, la centrifuga Jfe, e la totale 
a sono espresse per le formole 

do d(ù d^o 

Da ciò che precede risulta che la considerazione del movimento di 
rotazione di un sistema invariabile attorno un asse fisso ^^JS si riduce a 
quella del movimento di uno qualunque C dei suoi punti fuori dell'asse, 
e ciò nella dipendenza che ha ogni qualsiasi movimento di un solido in- 
variabile da quello del triangolo fondamentale, perciocché presi i due 
punti immobili A, B dell'asse come vertici del triangolo, non resta che 
di avere riguardo al movimento del terzo vertice C 

61. Riferiamo il movimento a due sistemi di assi coordinati orto- 
gonali (§ 31 e seg.), uno costituito da tre assi fissi OX. (ì = i, 2, 3), 
l'altro dei tre assi axj (ft == i, 2, 3), dei quali ox^ sia lo stesso asse 
di rotazione AB del solido, perciò immobile, mentre gli ax,, ox^, in- 
variabilmente connessi al solido, ruotano insieme allo stesso intorno ad 
oxy Fra le coordinate di un punto qualsiasi C del solido nei due si- 
stemi sussistono le relazioni (6), (7) del § 31 : 
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(5) Xi = o, + Z«i*^*> ^» = Z «.iC^.- — 0> 

e parimenti le (i), (2), (3), (4) di detto § fra i coseni direttori a.j, che 
danno le posizioni rispettive degli assi dei due sistemi; han luogo altresì 
fra codesti coseni e gli angoli Euleriani f> ^, le relazioni (10) del 
5 32, però nel caso presente le coordinate 0^, i coseni a.^, e l'angolo ft 
sono costanti, onde i loro differenziali sono nulli. 

G)n queste condizioni pertanto risultano per Tespressioni (21) del 
§ 34 delle projezioni F. , A^ su gli assi O X. della velocità v e dell'acce- 
lerazione totale a del punto C del solido 

e per le projezioni delle stesse F. , A^ , quindi della velocità v, e dell'ac- 
celerazione a su gli assi OX;^, dalle (22) di detto § vengono 

(7) ^k = Z«ik ^.-^ ^* = Z«a^o 

il sommatorio ^ s'intende esteso per uno stesso valore i , 2, 3 di A ai 
valori di t = I, 2, 3; dalla Wf^ poi con la sostituzione delle F^, stante 
le (28), (29) del § 35, si ricavano 

L'equazioni per le quali si determina la posizione dell'asse istantaneo 
si Ottengono poste F^ = o, e con ciò dalle (6) derivano 

si moltiplichino quest'equazioni ordinatamente da prima per a,^ , a^^ , a^^ 
e si sommino, indi per a^,, a^, , a^, e si sommino, risultano 

X, = x, = 0, 

donde emerge che il detto asse è quello stesso ox^ di rotazione del 
solido; quindi dinotato / un punto qualsiasi dello stesso, attesoché 

cos x^ol = cos x^ol = o, cos x^ol = I , dalle (34) del § 35 derivano 
p^= p^=: o, pj = co, di seguito alle (36) di esso §, ovvero dalle sur- 
riferite (8) si hanno 

«/, = — wx,, w^ = fùx^, w', = 0, 

delle quali espressioni l'ultima dimostra esser nulla la projezione della 
velocità V sull'asse x^ , come dev'essere giacché la medesima è in piano 
perpendicolare all'asse di rotazione; componendosi poi le altre due, si 
ottiene 
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ovvero 



v* = r*a)*, V = r«. 



e stantechè con />j=:p^ = o, dalle (43) del § 36 derivano d^ = d^ = o, 
p = 01 = -7^ , si ritorna pertanto all*espressioni (4) so^ra riferite. 

62. S'immagini che una figura piana, costituente un sistema inva- 
riabile, sia animata da un mo^ìmento di rotazione attorno un asse per- 
pendicolare al suo piano; si può riguardare questa figura, che non potrà 
sortire dal suo piano, Come girante auorno il punto d'intersezione di 
esso piano con Fassa, il quale punto prende il nome di centro di rota- 
xione della figura, e tiicto dò che è stato deno pel movimento di rota- 
zione di un solido attorno uti asse fisso, può applicarsi direttamente al 
movimento della figura piana nel suo piano attorno l'indicato centro. 

63. Movimenti simultanei di rotazione e di traslazione. — Conside- 
riamo un solido animato nello stesso tempo da una rotazione e da una trasla- 
zione con direzione perpendicolare all'asse della rotazione; sia (fig. 22) 

hù' 11 ^B h, direzione della traslazione, il cui 
B 7 senso è indicato dalla freccia a, e con la 

velocità v; rappresenti O la projeàone 
dell'asse della rotazione sul piano <r che, 
passante per A £, sia perpendicolare allo 
stesso asse, e il senso della rotazione sia 
quello indicato dalla freccia b, con la 
velocità angolare a>. 
'^ Ciò posto, sarà (ùdi l'angolo di 

giro del sòlido attorno l'asse durante il tempo di, q v di lo sposta- 
mento parallelamente ad ^ fi in virtù della traslazione; abbassata da 
la perpendicolare ad AB^ sia preso sulla stessa il punto C tale, che 
OC = v:(ù, questo punto C, formando parte del sistema, in virtù della 
rotazione attorno l'asse si abbassa nel tempo dt al disotto di OC, ^ 
perpendicolarmente a questa retta, della quantità OCy^iùdtytdin virtù 
della traslazione si eleva nello stesso tempo, secondo la medesima dire- 
zione, di una quantità vdt, ora queste due quantità stante la scelta del 
punto C risultano ^[uali, quindi esso rimane immobile; da ciò si con- 
chiude che il movimento risultante del solido è una rotazione attorno un 
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asse condotto pel punto C parallelamente all'asse della rotazione cppi- 
poneate, essendo la distanza fra i due assi determinata dal rapporto v : o), 

Per trovare la velocità angolare della rotaziope risultante, osser- 
viamo che si sposta, durante il tempo di, d'una quantità vdt in virtù 
della traslazione, e non si sposta in virtù della rotazione componente, 
perciò il suo spostamento totale è x; J ^ ; se lo riguardiamo come dovuto 
alla rotazione risultante, si avrà OC'X,ùdi = v di, qninài Q=^v:OC=(ù; 
dunque la velocità angolare della rotazione risultante è quella stessa della 
rotazione componente, in grandezza, e direzione designata della freccia e, 
sicché la traslazione non ha altro effetto che di spostare Tasse della ro- 
tazione. 

Se il senso della traslazione fosse opposto a quello indicato nella 
figura, in tal caso il punto immobile C si troverebbe rispetto ad dal 
lato opposto, rimanendo tutte le altre circostanze del movimento nelle 
medesime condizioni. 

Dal precedente s'inferisce pure come una data rotazione possa es- 
sere sostituita da due movimenti simultanei, cioè da una rotazione dello 
stesso senso e della medesima velocità attorno un asse parselo al primo, 
e da una traslazione in verso determinato perpendicolarmente al piano 
dei due predetti assi. 

Quando un solido sia animato da una rotazione e da una trasla<- 
zione con direzione non perpendicolare all'asse della rotazione, si decoms- 
porrà la traslazione in due componenti, di cui l'una sia parallela all'asse 
della rotazione, e l'altra che gli sia perpepdicolare; si comporrà quest'ut^ 
cima traslazione con la rotazione, ciò che darà una rotazione ^;uale att 
torno un asse parallelo al primo, ed il sistema equivarrà perciò ad una 
rotazione e ad una traslazione parallela allo stesso ^iSSQy U cui coesist^pzi^ 
determina un movimento elicoidale, del quale d occuperemo in ftltrq Iqpgo, 

64. Rotazioni attorno assi paralleu b nello stesso senso.— 
Supponiamo che un solido sia animato nello stesso tempo da due rota- 
zioni attorno assi paralleli, projettati in 0, CF (fig. 23) su di un piano 
/. ^^ perpendicolare agli stessi, e cop le 



f^l^^ -^ L/^"^~>B» ^ velocità angolari w, w', dirette nello 

stesso senso (il senso indicato delle 

. freccie a, a'), prendiamo sulla linea 

^ ^ 0' un punto C tale, che si abbia 
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CO : CO' = iù' :(ùy questo punto in virtù della prima rotazione si ab- 
basserà al disotto di O 0' della quantità OCyC^iùdiy ed in forza della 
rotazione attorno Tasse 0' si eleverà nello stesso tempo di di una 
quantità O'CyC^fù'dty ora questi due spostamenti simultanei, attesoché 
OC^<ù =1 0'C^(ù', sono eguali e direttamente opposti, ne segue 
dunque che C rimane immobile, quindi il movimento risultante sarà una 
rotazione attorno un asse passante per C parallelo a quelli delle rota- 
zioni componenti, nel piano di detti due assi, frammezzo agli stessi, e 
che divide la loro distanza in due segmenti COy CO' inversamente propor- 
zionali alle velocità angolari o), <ù'. 

Per trovare la velocità angolare ù di tale movimento risultante, 
si osservi che il punto 0', il quale per la rotazione attorno dello stesso 
asse rimane immobile, in forza della rotazione attorno di subirà lo 
spostamento 00' yC^tùdi^ e riguardato come girante attorno di C si 

sposterà della quantità CO' ^ùdt, ora dovendo i due spostamenti es- 
sere ^[uali, risulta 

^00' CO'+CÒ . , 

CO' CO' ^ 

cioè a dire la velocità angolare della rotazione risultante è ^uale alla 
somma delle velocità delle due rotazioni componenti, ed è nello stesso 
senso delle medesime^ come dalla freccia e. 

Da ciò risulta inversamente che una rotazione data attorno Tasse C, 
di velocità Q, si possa decomporre in due rotazioni dello stesso senso 
attorno determinati assi 0, 0', che sieno paralleli all'asse C, e giacenti 
con esso da una parte e dall'altra in uno stesso piano; pacche, trovan- 
dosi cosi determinate le distanze COy C 0', 00' fra i detti assi, si ot- 
terrà le velocità angolari delle richieste rotazioni per le formole 



CO' ^ , CO ^ 

00' 00' 



65. Rotazioni con assi parìulleu e dirette in senso opposto. — 
Allorché le due rotazioni componenti sono di senso opposto, ragionando 
analogamente che nel caso precedente, supponendo le due velocità an- 
golari a>, (ù' ineguali, e che o) fosse maggiore di a>', si arriverà a rico- 
noscere che il movimento risultante é una rotazione attorno un asse D 
parallelo agli assi delle due rotazioni date, nel piano degU stessi, al di- 
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fuori della striscia dai medesimi compresa, e giacente dal lato dell'asse 
della rotazione che ha la maggiore velocità angolare; le distanze di questo 
terzo asse dai due primi sono inversamente proporzionali ad o), o)'; la 
velocità della rotazione risultante è la differenza delle velocità delle due 
rotazioni componenti, ossia 

= fc) — w', 
e nel senso stesso deUa rotazione prevalente. 

Si arriva a questo risultato ragionando nel modo che segue: decom- 
posta la rotazione di velocità co in due aventi gli assi O'y D, tali che 
la rotazione attorno 0' sia eguale e contraria alla data di velocità co', la 
medesima sarà annientata da quest'ultima, non rimarrà in conseguenza che 
la sola attorno Tasse D, con la velocità o) — cj' nel senso medesimo 
della iù. 



66. G^so PARTICOLARE. — La distanza dell'asse D dai due dati 0, 0' 
va crescendo a misura che la differenza o) — o)' impicciolisce, ossia con- 
siderata iù come costante, a misura che co' tende a diventare eguale ad 
a>, e da ciò s'inferirebbe che al limite, essendo eguali le velocità angolari 
delle due rotazioni componenti, il movimento risultante sarebbe una ro- 
tazione attorno un asse posto all'infinito e con velocità nulla, ciò che è 
inammissibile, e fa presentire invece che dall'effetto cumulativo ne risulti 
una traslazione, come del resto è facile a provarsi. 

Consideriamo infatti un piano perpendicolare ai due assi 0, 0' 
(fig. 24), ed in esso preso un punto qualsiasi M facente parte del si- 
stema, questo punto, stante k rotazione 
attorno di O nel tempo d ty subirà uno 




fìa-Z^ 



spostamento elementare OM y<,<ùdiy 
rappresentato dz MA perpendicolare 
ad M, e per la rotazione attorno di O' 
subirà uno spostamento 0' MX^fù'di, 
rappresentato dz MB perpendicolare 
ad O' Af; componendo questi due spo- 
stamenti elementari si avrà lo sposta- 
mento risultante MN, e stantechè le velocità &>, o)' sono eguali, quindi 
i due segmenti MAy MB sono tra loro nel rapporto delle distanze di 
M dai punti OyO'y ne deriva che MN è perpendicolare ad 00', e gli 
è proporzionale, sicché 

MN=00'X^dt. 




^ PARTE I. -rCIMEMATICA. 

Adunque gli spostamenti risultanti dei punti del sistema sono tutd 
perpendicolari al piano dei due assi 0,0', paralleli fra loro, ed ^uali 
al segmento MN anzidesignato; in altri termini il movimento risultante 
è una traslazione con direzione perpendicolare al piano degli assi delle 

due date rotazioni, e con velocità eguale ad 00' y<, 6>. All'insieme di 
esse due rotazioni si dà il nome di coppia di rotaT^ioni, equivalente ad 
una traslazione, e la sua misura va espressa dal prodotto della velocità 
angolare comune per la distanza dei loro assi, la quale distanza si de- 
nomina altre^ braccio ddla coppia. 

67. Rotazioni con assi paralleli in numero auALUNauE. — Sa 
un solido sia animato nello stesso tempo da un numero qualunque di 
rotazioni parallele, sia nello stesso senso o in diversi sensi, si troverà facil- 
mente il movimento risultante; giacché si comporrà dapprima due delle 
rotazioni in uno stesso senso, in seguito la rotazione risultante con una 
terza delle rotazioni date nello stesso senso, e si avrà unica risultante da 
potersi surrogare alle tre considerate; continuando in tal modo si arri- 
verà ad ottenere per tutte le rotazioni in un medesimo senso una rota- 
zione unica equivalente. Quando le rotazioni sieno dirette in vario senso, 
si comporrà rispettivamente tutte quelle che sono dirette in uno stesso 
verso, e d'altro canto tutte quelle che sono dirette nel senso opposto al 
primo, e in tale guisa il sistema sarà ridotto a due sole rotazioni in senso 
opposto, le quali in ultimo luogo si comporranno o in unica rotazione, 
se le rispettive velocità angolari sono disuguali, ovvero in una traslazione 
quando le medesime fossero eguali. In altri termini, il movimento risul- 
tante sarà una rotazione se la somma algebrica delle velocità angolari delle 
singole rotazioni è una quantità differente da zero, e sarà una traslazione 
se detta somma è nulla. 

68, Rotazioni simultanee attorno assi concorrenti. — Gjnside- 
riamo un solido animato da due rotazioni elementari simultanee attorno 
due assi AB, CD (fig. 25) che s'incontrano in un punto E, con le velo- 
cità angolari o), w'; il punto E non si sposterà in virtù di queste ro- 
tazioni, ed è evidente che il movimento risulante deve essere una rota^- 
zione attorno un asse passante per E. Onde determinare quest'asse, por^ 
tiamo sulle direzioni AB^ CD, a partire da E, le lunghezze EF, EG 
proporzionali alle velocità 6>, u', ed in versi tali che un osservatore eoa 
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rocchio in Ey guardando sia nella direzione EFy sia nella direzione EG, 

veda là rotazione corrispondente effettuirsi 
nel senso da sinistra a destra. Ciò fatto, 
costruiamo il parallelogrammo EFGH 
sulle due linee EF, EG, la diagonale 
fH di questo parallelogrammo è pred-^ 
samente l'asse della rotazione risultante; 
infatti, per la rotazione attorno dì AB^ 
e nel tempo d /, il punto H sì eleverà al 
disopra del piano BED ài una quantità 

HP^tùdtytìn virtù della rotazione at- 
torno CD, nello stesso tempo, sì abbasserà al disotto del piano BED 

di una quantità HQy<^(ù'dt (H Py HQ essendo le perpendicolari tirate 
da H su gli assi); ora, attesoché i due triangoli HF Py HGQ sono si- 
mili, si ha 

WP WF EG iù' 




HQ HG EF ^ ' 



donde HPyC^ìù = Hj2X<«>'> quindi gli spostamenti simultanei del 
punto H sono eguali e direttamente opposti, perciò esso rimane immo- 
bile, la retta EH è dunque Tasse attorno del quale si effettua la rotazione 
elementare, che costituisce il movimento risultante del solido. 

Per trovare la velocità angolare Q, si osserva che il punto G si spo- 
sta d'una quantità GRy<^(ùdt in virtù della rotazione attorno ABy t 
non si sposta in forza della rotazione attorno CD, sicché il suo sposta- 
mento totale é GR^iùdi {GR essendo la perpendicolare abbassata da 
G sull'asse AB)\ d'altro canto se si riguarda questo spostamento come 

dovuto alla rotazione risultante, si trova pel suo valore GS^ildi (es- 
sendo G5 la perpendicolare tirata da G sull'asse £//), in conseguenza 
si ha 

a GR 



w GS 

ma EF X GR = EHy<, GSy risulta dùnque 

a:(ù=FIÌ:EFy 

cioè a dire, se le velocità angolari delle rotazioni componenti a>, a>' sono 
rappresenute per le lunghezze EF, £G, alle quali sono proporzionalii 
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la velocità angolare della rotazione risultante Ql sarà rappresentata dalla 
lunghezza £H; quanto al senso della rotazione risultante è facile vedere 
essere tale, che Tosservatore con Cocchio in E guardando nella direàone 
EH vedrà il solido girare nel senso sopraindicato da sinistra a destra. 

Si conchiude pertanto che, essendo prese su gli assi delle rotaaoni 
componenti le linee EFy EG òì maniera a rappresentare in grandezza e 
senso le rispettive velocità angolari, la diagonale £ if del parallelogrammo 
costrutto sulle due linee JfF, fG, rappresenterà parimenti la dire- 
zione dell'asse della rotazione risultante, nonché la grandezza e il senso 
della velocità angolare corrispondente. Questa proposizione costituisce dò 
che si chiama il parallelogramma delle rota^jonu 

La costruzione precedente è interamente analoga a quella, mercè la 
quale si compongono due velocità simultanee di un punto in movimento 
(SS ^5> ^Oj laonde possiamo conchiudere che, avendosi a comporre un 
numero qualunque di rotazioni elementari simultanee di un solido attorno 
assi concorrenti tutti in uno stesso punto, si rappresenterà le velocità ango- 
lari delle date rotazioni per mezzo di segmenti, che si porterà convenien- 
temente su i rispettivi assi, si tratterà indi codeste diverse linee come se 
fossero velocità simultanee di un punto, e mediante il poligono designato 
nel § i6 si troverà la loro risultante, che farà conoscere ad un tempo 
la direzione dell'asse della rotazione risultante, la grandezza e il senso 
della corrispondente velocità angolare. Tale costruzione si dirà il poligono 
delle rotazioni; e nel caso in cui le rotazioni componenti fossero tre, con 
assi non situati in un medesimo piano, si può rimpiazzare al poligono 
un parallelepipedo analogo a quello delle velocità, che si designerà col 
nome di parallelepipedo delle rota:(ioni. 

Dal precedente si desume altresì il modo di decomporre una data 
rotazione in due, o in tre, secondo assi determinati che s'incontrano scam- 
bievolmente in uno stesso punto sull'asse della rotazione data, e stiano 
con esso in un medesimo piano se la decomposizione debba aver luogo 
in due, e siano dirette in piani diversi nel secondo caso. 

69. Rotazioni attorno assi non concorrenti ad uno stesso 
PUNTO. — Siano ABy CD (fig. 26) gli assi di due rotazioni elementari 
simultanee non situati in uno stesso piano, e di velocità angolari o), co'; 
per un punto £ di ^5 sia condotta la retta CD' parallela a CDy noi 
possiamo riguardare la rotazione attorno CD come risultante dalla com- 
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pasizione di una rotazione eguale e dello stesso senso attorno C D\ 

perciò con la velocità angolare w', e da una trasla- 
zione diretta perpendicolarmente al piano CD CD' 
(S ^3)> 1^ quale traslazione, equipollente allo spo- 
stamento elementare di E dovuto alla rotazione 
attorno CDy si effettua secondo EF con una ve- 
locità eguale al prodotto di a>' per la distanza EP 
tra le parallele CD^ CD'. Se noi sostituiamo 
alla rotazione attorno CD i due movimenti simul- 
tanei in discorso, cioè a dire la rotatone attorno 
CD' di velocità angolare w', e la traslazione se- 
condo EFy avremo da comporre tra loro tre mo- 
vimenti simultanei, ossia le due rotadoni attorno 
ABy CD' di velocità angolari w, w', e la traslazione secondo EF; le 
due rotazioni si comporranno in unica, come è stato dimostrato nel 
5 precedente, e non resterà che di eseguirsi la composizione di que- 
st'ultima rotazione con la traslazione, dò che darà luogo ad un movi- 
mento elicoidale, che sarà più specificatamente spiegato altrove, stantechè 
EFy perpendicolare al piano CDCD'y non può essere perpendicolare 
all'asse della rotazione risultante, che è situato nel piano AEC. 

IV. — Movimento parallelo ad un piano fisso* 

70. Nel movimento di un sistema invariabile parallelamente ad un 
piano fisso ^ le distanze da questo piano dei vari punti del sistema restano 
costanti, e ne deriva conseguentemente che le trajettorie descritte da essi 
punti sono linee piane parallele a <r, perciò tutd i punti del sistema sono 
animati ad un dato istante da velocità parallele al piano fisso (ed è da 
questa proprietà che si parte talvolta per la definizione del movimento in 
esame). 

Ora, se s'immagina il solido segato da un piano i? parallelo al piano 
fisso 9, tutti i punti compresi nel piano segante costituiscono una figura 
piana F mobile nel suo piano, mentre il solido si sposta parallelamente 
a 9, di guisachè il movimento di F determina quello di mtti gli altri 
punti del solido, cosi il movimento di questo si riduce alla considerazione 
del movimento di una figura piana nel suo piano, il cui princìpio fon- 
damentale è stabilito dal seguente 

F. CàLSAKBIUk. — MtMMÌM. 1} 
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Teorema. — Essendo daU sopra un piano due figure eguali talmente 
p&ste^ che si possa portare Vuna a coincidere sull'altra per iscorrimento sul 
piano^ si potrà ottenere questa coinddeni^a con una semplice rotazione attorno 
un punto fisso del piano. 

Si dimosùra anzitutto che nelle poste condizioni esiste sempre un 
punto dd piano che è egualmente distante da ciascuna coppia di punti 
omologhi delle due figure, e supponiamo che queste siano poligoni (esten- 
dendosi facilmente ciò che si dimostrerà a figure comunque costituite). 
& abbiano (fig. 27) dut pentagoni eguali abcde, a'b'c'd'e' nella con- 
dizione sopraindicata; congiunte con rette 
le coppie di vertici omologhi aa\ b b'y ed 
elevate dai punti di mezzo h^k dì esse 
congiungenti le rispettive perpendicolari, 
queste s'incontreranno nel punto 0, che 
sarà equidisunte da a ed a', ed altresì da 
b e b\ sicché i due triangoli aoby a'oV 
sono eguali, aventi i lati rispettivamente 
eguali; segue da ciò che il punto consi- 
derato come appartenente alla prima figura 
è esso stesso il suo omologo nella seconda, 
per conseguenza è egualmente distante 
dalle altre coppie di punti omologhi e ^ c\ d t d\ , .. , Esso punto 
si chiama punto centrale o untro di rota^ione^ attesoché evidentemente si 
può portare k prima figura a coincidere con la seconda, facendola ruo- 
tare attorno di dell'angolo aoa' = bob^ = eoe' = ecc. Lo stesso ra- 
gionamento vale per due poligoni di qualsiasi numero n di lati, posti 
nelle condizioni dei predotti pentagoni. 




71. Spostamento infinfiamente piccolo, movimento continuo di 
UNA FIGURA PIANA NEL SUO PIANO. — Ciò che vicue d'csser spigato per 
uno spostamento finito, sussiste altresì per uno spostamento infinitamente 
piccolo durante l'elemento di tempo dt, t nel quale il punto sopra indi- 
cato prende il nome di centro istantaneo di rotaT^ione; le rette aa\ bb' , ... 
sono allora le tangenti alle trajettorie dei vari punti a, ( , ... della figura, 
e le perpendicolari ai punti di mezzo di queste rette si confondono con 
le normali ad esse trajettorie, laonde ha luogo quest'altro 

Teorema. — In uno spostamento infinitamente piccolo di una figura 



ì 
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piana nel suo piano, le normali alle trajetlarie dei vari punti della figura 
passano per un medesimo punto, che è il unirò istantaneo di rotazione. 

Se invece di un solo spostamento infiaitamente piccolo avviene uno 
spostamento continuo della figura, si potrà sempre riguardarlo come una 
successione di movimenti elementari, ciascuno in un elemento di tempo 
infinitamente piccolo, che si esegue con una rotazione attorno il rispet- 
tivo centro istantaneo; e ne deriva che gli spostamenti dei vari punti in 
ognuna delle successive rotazioni elementari sono in ragione delle distanze 
dei punti deUa figura dal centro istantaneo. 

Per determinare questo punto basta dunque che siano dati gli el> 
menti corrispondenti delle trajettorie di due punti; se per esempio il segmento 
a b (fig. 28) di grandezza invariabile si sposta in modo che a resti sulla 

traiettoria (a) e h sulla {h)y essendo dati i due ele- 
menti corrispondenti di esse trajettorie, conducendo 
« le normali am^ bn, queste s'incontreranno nel 

Iicf'.Zir pujj^Q Q^ che è il centro istantaneo della rotazione 
elementare della figura; ^ medesimo fine bastardo 
le direzioni determinate dalle velocità di duQ punti^ 
giacché le perpendicolari tirata? per essi alle dire^ 
zioni delle loro velocità s'incontrano nel centro 
istantaneo di rotazione. 
Dinotando con a> la velocità angolare, che è comune a tutti i punti 
di una rotazione elementare, con v la velocità di un punto Af posto alU 
distanza r dal centro istantaneo, si ha 

V 

V = r<ù, (ù = — , 

r 

quindi per determinare la velocità angolare basta che sia data la velocità 

lineare di im punto qualunque della figura mobile, e la distanza dello 

stesso dal centro istantaneo. 

72. Nei successivi movimenti elementari i centri istantanei sono in 
generale difierenti, ed il loro insieme determina un poligono iofinitesi» 
male C C^C^C^ . . . , che diremo poligono p nel piano fisso ir in cui si 
muove la data figura F, il quale poligono al limite si commuta in una 
linea curva I, e conseguentemente si considererà il movimento continuo 
di F come una successione d'infinite rotazioni elemenari, ciascuna avente 
liK^o in un intervallo di tempo infinitamente piccolo, attorno unceutrp 
istantaneo situato sulla curva /, limite del poligono /. 
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Esempio. — Per rilevare come si possa determinare, secondo i casi, 
ja menzionata curva dei centri istantanei, consideriamo il movimento di 
un semento m di retta di lunghezza invariabile, le cui estremità (fig. 29) 

j^ scorrano su i lad -4X, , AX^ dì 

f^f ^f ^^ mugolo, la cui ampiezza deno- 
tiamo con A; le velocità degli estremi 
B^ , B^ del detto segmento striscianti 
sulle indicate rette saranno costan- 
temente dirette secondo AX^ , AX^ , 
- quindi tirate le perpendicolari a que- 
ste due rette pei punti B^ , B^ cor- 
rispondenti ad una data posizione 
della retta mobile, l'incontro C di 
esse perpendicolari sarà il centro 
istantaneo di rotazione per quella data posizione; ora da cosiffatta costru- 
zione ne deriva che il quadrilatero ABfiB^ è inscritto ad un cerchio 
ed ha per diagonali la retta data m, ed il diametro ^ C del cerchio. Esso 
diametro d è uguale ad m : sen A ; infatti pel triangolo AB^B^, dinoun- 
dosi «i> «a ^ ^^^ angoli CAB^^ CAB^y si hanno 

AB^ = dcosa^ 
e di seguito viene 

m* = d^ cos* a^ -f- d* cos* a^ — 2 d* cos a^ cos a^ cos («, -f- a J 

= i* [cos* a, sen* a^ -f- cos*a^ sen* a^ -|- 2 sen a^ cos a^ cos a^ sen «J , 

infine 

w = d sen (a^ -f- a J =: i sen -/4. 

Poiché d è indipendente dalla posizione della retta m, si rende manifesto 
che il centro istantaneo di rotazione per qualsiasi posizione della stessa è 
equidistante da A della lunghezza m : sen Ay od in altri termini che la linea 
dei centri istantanei è la circonferenza avente A per centro, e ^ = m : sen A 
per raggio. 



'i> 



AB^ = dcosa^. 



73. Avendo tracciato sul piano oc la poligonale /», che al lìmite è la 
curva / dei centri istantanei, siano a>, cu, , o)^, ... gli spostamenti angolari 
della figura F nei successivi movimenti attorno i centri C, Ci, C^, . . . 
(fig. 30) ed immaginiamo che ¥ trasporti seco un piano (i., il quale sarà 
perciò strisciante sul piano tc considerato come fisso, e costruiamo in 
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esso piano mobile (x un poligono CC C C" . . . , che chiameremo po- 




ligono p', con le seguenti condizioni : 

Si formi Tangolo C^ C T' = o, e sopra C T' si prenda il segmento 
CO =: CC/y indi per C guidata la retta CH che formi l'angolo 
CQH-=i CCjC^y si costruisca su di essa l'angolo HC V =iìù 



i> 



sul secondo lato di quest'angolo si prenda il segmento CC* =i C, C^; 
per C" si tiri la retta C"/, che formi l'angolo C CI = C^C^C^, e 
sulla stessa si costruisca l'angolo IC'T'" = ct>^, sul secondo lato del 
quale sì prenda il segmento C" C" = C^C^; cosi via proseguendo, si 
formerà il menzionato poligono p', che al limite nel movimento continuo 
di F costituirà una curva l\ 

Ora, se consideriamo k successione dei movimenti della figura F, 
a partire dal primo attorno C, quando avrà girato dell'angolo &>, il punto 
C verrà a collocarsi in C, , ossia il primo lato C C del poligono p' andrà 
ad adagiarsi sul primo lato C C, del poligono p ; quando F avrà com- 
piuto il secondo giro 6>, attorno di Q, il lato C C del poligono mobile 
verrai coincidere col corrispondente lato C^ C^ del poligono fìsso; e cosi 
di seguito. Riguardando i movimenti di />' come producenti quelli di F^ 
supposta questa fìgura invariabilmente legata ad esso poligono, saremo 
ridotti a considerare il rotolamento del poligono p' sul poligono fìsso p, 
senza che avvenga scorrimento, ma che solamente i lati dell'uno si ada- 
gino successivamente su i rispettivi lati dell'altro. In conseguenza, il mo- 
vimento continuo di F sarà prodotto dal rotolamento di una curva /' 
(traente seco la figura F) sopra un'altra curva fissa /; od in altri termini. 
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Ogni movimento continuo di una figura piana nel suo piano si può con- 
siderare come dipendente da un movimento epiciclaidale. 

Per riconoscere in concreto come ciò avvenga nei casi particolari, ripren- 
diamo la considerazione del movimento del segmento di retta m invariabile 
di lunghezza, le cui estremità scorrano su i lati ^ X, , ^ X, di un angolo J^ 
la quale retta tragga con sé una certa figura piana F; la curva dei centri 
istantanei è, come fu rilevato, il cerchio di centro ^ e di raggio d=m: senA^ 
ora se si costruisce il circolo sopra d per diametro, il quale è circoscritto 
al triangolo AB^B^^ il punto C, centro istantaneo per la posizione B^ B^ 
della retta m, si troverà su di esso secondo circolo, i cui punti andranno 
perciò coincidendo coi centri istantanei sopra indicati, ossia si può riguar- 
dare il movimento continuo di m, e con quesa retta il movimento della 
figura F che vi è legata invariabilmente, come prodotto dal rotolamento 
del circolo descritto col diametro d entro l'altro circolo avente A per cen- 
tro e ii per raggio. 

Quando i centri istantanei sono all'infinito, il movimento di F si 
riduce ad una serie continua di traslazioni, perciò il movimento di trasla- 
zione di una figura piana nel suo piano non è che un caso particolare 
del movimento generale sopra considerato, il quale ha luogo allorché la 
linea dei centri l si trova all'infinito. 

74. Le due curve l, V possono avere le concavità rivolte in senso 
opposto, ovvero nel medesimo senso, ed in corrispondenza il movimento 
epicicloidale si eseguirà esteriormente od interiormente, cioè a dire nel 
primo caso il rotolamento avverrà sul contorno esteriore delle due curve, 
e nel secondo caso sul contorno interiore dell'una ed esteriore dell'altra; 
cosi nella figura 29 avviene il secondo caso, giacché i due circoli presen- 
tano le concavità rivolte nel medesimo senso, mentre nella figura 30, es- 
sendo le concavità dei due poligoni rivolte in senso opposto, il rotola- 
mento si esegue esteriormente. 

Nella successione dei movimenti elementari lo spostamento angolare 
in ciascuna rotazione è eguale alla sonuna, ovvero alla difierenza degli 
angoli di contingenza delle due curve rotolanti presi pel punto di contatto, 
secondoché le medesime presentano le concavità in senso opposto, o nello 
stesso senso; infatti, considerando la figura 30, si rileva agevolmente aversi 

ed il contrario avviene per la figura 2% in cui le concavità dei due cìrcoli 
sono rivolte nel medesimo senso. 
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Sia e (fig. 31) il punto di contatto delle due curve /, I', che è il 
centro istantaneo di rotazione al tempo t, e sia MCN, ovvero CNM 

h normale comune alle due curve nel detto 
punto; dinotiamo con R il raggio di cur- 
vatura CM della curva /, con R' quello 
CN deUa seconda curva /', e supponiamo 
R > R!y indichiamo con u la velocità con 
cui si sposta il punto di contatto lungo le 
due curve, che sono costantemente tan- 
genti, quindi se ds è Telemento della curva 
y fissa percorso dal punto di contatto nel- 
^ Tintervallo di tempo infinitamente piccolo 
diy si avrà ds = udty e poiché gli angoli di 

ds udì ds udt 
contingenza sono -^ = -^>-|jf = -jjr> 

la cui somma o difierenza, secondo i casi sopra significati, darà lo spo- 
stamento angolare della rotazione attorno C, e stantechè la velocità ango- 
lare 0) si ottiene dividendo esso spostamento per l'elemento del tempo 
d/, si ha dunque 




0) 



" = Kt±f')- 



X, 



Ayjj^ 



75. Sia M (fig. 32) un punto della figura mobile F, che si trovi 
alla distanza r dal centro istantaneo di rotazione C, e riferiamolo a due 

sistemi di assi ortogonali, l'uno fisso (X) 
e l'altro (x) mobile con la figura F, 
perciò col punto Af, come nel § 31; 
però trattandosi di movimento piano 
dobbiamo ritenere le 

Xj = X3 = o, = 0, 
inoltre se al tempo / in cui si consi- 
dera la posizione Af, l'asse ox^ faccia 
con OX l'angolo 9, mentre 
a. 




si hanno d'altro canto 



«3 



«»5 = 0> 



«.a = ^os (90° + 9) = — sen9. 



a„ = cosCjo^ — ?) = sen9, «^ = C0S9, 
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quindi l'equazioni (6) del citato § applicate al caso in ispecie sono 
(2) X, = Oj -f- '^1 cos 9 — x^ sen <p, Xj = 0, -j" ^i ^"^ ? + ^^ cos 9. 

DiflFerenziando quest'equazioni rispetto al tempo /, con aver riguardo 
che le X, , x^ sono costanti, e dinotandosi con V ^ , V^ le projeziom della 
velocità V di M su gli assi fissi, ne derivano 

àX. jy do. ^ , ^ do do, ,^ . d^ 

dX^ -, do^ . . ^ dff do^ , ^v ^ rf© 

e posto 

f X do. , d^ , d^ do. do , d© 

risultano 

(4) ^^ = K.=-(X.-,;)-^. f«, = r. = (x,-o^; 

componendo quest'espressioni viene 

v» = rj + f: = [(X. - o'y + (X. - <y](^)'. 

Queste formole dimostrano che al tempo t -^ dt la velocità di un 
punto qualunque Af è la stessa che se k figura F girasse, nell'elemento 

di tempo dt, colla velocità angolare cu = -~1 attorno un punto dd 

piano ic determinato dalle coordinate o\ , 0'^ rispetto agli assi fissi, laonde 
sono queste le coordinate del centro istantaneo di rotazione C relativa- 
mente ai predetti assi; e poiché CM = r, si ha 

quindi la velocità del punto Af, come si sa per altra considerazione, è 

(5) v = -r-^=r<ù. 

Essendola medesima perpendicolare a CAf, dinotato 6 l'angolo che 
questo raggio forma con la parallela ad OX^ condotta per C, risultano 
per le sudette projezioni T, , F^ della velocità v, stantechè X, — o[=zr sen 6, 
Xj — o[ = r cos 6, e con riguardo al segno della rotazione, 

(6) r, = ro) cos 6, r, = — r<ù sen 0. 

Da queste espressioni, differenziandole rispetto al tempo <, con osser- 

vare che -j- = w, si ricavano le seguenti per le projezioni A^ , A^ su 
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gli Stessi assi fissi dell'accelerazione totale a, che anima M all'istante < -f- ^ ^ 

. dV. f.diù a A 

A, = -n— = r cos 6--J- rw* sen 9, 

j * ai ai 

A^ = j-~ = — r sen 9 -j- r o* cos 6 , 

at ut 

e di conseguenza si ha, come per la (4) del § 60, 
(8) a = r j/»' + (^y. 

76. Ritornando aUa considerazione del movimento di un solido inva- 
riabile parallelamente ad un piano fisso <r, osserviamo che il medesimo è 
in dipendenza del movimento della figura piana F sul piano 17 parallelo 
a (Ty la quale va costituita da tutti i punti del solido che trovansi in esso 
piano w; ora se si conducono pei vertici dei poligoni />, p' sopra desi- 
gnati (§ 73) altrettante rette tutte perpendicolari a ff, le medesime costi- 
tuiscono gli spigoli di due superficie prismatiche P, P', le quali al limite, 
quando p Q p' si commutano in curve /, /', diventano due superficie cilin- 
driche 5, 5', e le rette tirate pei vertici di p, ossìa pei centri istantand 
di rotazione C, C, , Q , . . . , possono denominarsi gli assi istantanei di 
rotazione; ciò posto, pel movimento in esame ne risultano le seguenti 
proposizioni : 

i^ Si può portare il solido da una posizione ad altra mediante una 
rotazione, che si esegue in un elemento di tempo dt attorno un asse, 
cioè attorno la retta perpendicolare al piano fisso <r determinata dal cen- 
tro istantaneo C della figura piana F, 

2° n movimento continuo si può riguardare come la successione di 
infinite rotazioni elementari attorno altrettanti assi istantanei, i quali costi- 
tuiscono gli spigoli di una superficie prismatica P retta rispetto al piano 
fisso, e che al limite diventa una superficie cilindrica 5 coi lati perpendi- 
colari al piano fisso <t. 

3^ Allorché gli assi istantanei sono all' infinito, il movimento del 
solido si riduce ad un movimento di traslazione. 

4^ Se in connessione al movimento del solido s'immagina quello di 
una superficie prismatica P', le cui facce si adagiano successivamente una 
ad una suUa indicata superficie P, senza strisciamento, si può conside- 
rare il movimento del solido come prodotto dal rotolamento della su- 
perficie F sulla P, e poiché queste due superficie al limite, in un mo- 

F. Calpaubka. — Mu c m i€a . 14 
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vimento continuo, si commutano in superficie cilindriche 5, 5', rette ri- 
spetto al piano fisso e, cosi si può considerare il movimento dei solido 
come conseguente dal rotolamento del cilindro 5', invariabilmente l^to 
al solido, sopra il cilindro immobile 5. 

V. — Movimento di un solido intomo ad un punto fisso. 

77. La considerazione dì tale movimento si può subordinare a quello 
di una figura sferica sulla sua sfera, perciochè preso il punto fisso per 
centro di una sfera che traversa il solido, i punti d*intersezione costi- 
tuiscono una figura sferica, che è sempre la medesima in tutte le posi- 
zioni del solido, perciò si può considerare questo come legato invariabil- 
mente alla detta figura, la quale muovendosi sulla sfera, a sua volta trae 
il solido. 

I ragionamenti fatti relativamente al movimento di una figura piana 
nel suo piano, sono applicabili identicamente al movimento di una figura 
sferica sulla sua sfera, quindi senza bisogno di ripeterli, possiamo rite- 
nere come dimostrati i seguenti teoremi : 

i^ Due posizioni successive di una figura sferica sulla sua sfera essendo 
date, si può considerare che la medesima passi dall'una all'altra mediante 
una rotazione attorno un punto della sfera, perciò attorno il diametro che 
ha un'estremità in esso punto. 

2° n movimento elementare di una figura sferica sulk sua sfera è 
una rotazione infinitamente piccola attorno un diametro, asse istantaneo 
di rota^iione, ed i punti d'incontro di quest'asse con la sfera diconsi i poli 
istantanei; essi sono i punti di concorso di tutti gli archi di circoli mas- 
simi condotti pei punti della figura mobile normalmente alle rispettive 
traiettorie. 

3** n movimento continuo di una figura sferica sulla sua sfera è una 
serie di successive rotazioni infinitamente piccole, che si possono ottenere 
egualmente facendo rotolare una linea sferica, collegata invariabilmente 
alla figura mobile, sopra altra linea tracciata sulla stessa sfera; od in altri 
termini, il movimento continuo di una figura mobile sulla sfera è un movi- 
mento epicicloidale sferico. 

78. Dinotiamo con il punto fisso che prendiamo per vertice comune 
di due tetraedri T, I (§ 38 e seg.), il primo fisso, ed il secondo mobile 
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insieme al solido, al quale sia invariabilmente connesso, ed agli stessi si 
riferiscano le posizioni dei vari punti del solido, adottando tutte le indi- 
cazioni, segnature, e formole stabilite nei menzionati §§; laonde per le 
(5), (6) del § 38 si hanno l'equazioni 

(2) ^, =Z^*Y*.» ^. = Z-^*Y*a> ^3 = Z^*Y*5> ^=Z^*Y*4 + *4» 

poste le ausiliarie 

0) ^» = -^4 •• ^*> lk = Xu' P» (* = I, a, 3X 

per mezzo delle quali si passa fra le coordinate tetraedriche X^ , x^ di im 
medesimo punto M del solido dall'un sistema all'altro; le (i 6) del § 39 

(4) P,^.:P„-A^a-Pa. = o» P,x,i^2.-P.Xy^,, = Oyp,x^^,^—p^x^:^^=o, 
o le stesse in forma di proporzioni 

(4') X^'P^K=X^'P^h2 = X,:p,^,,, 

sono l'equazioni dell'asse istantaneo di rotazione, dipendentemente dalle pj^ 
date dall'espressioni (15) di detto §, 

(5) l A^^ = Z^i«5.-^«,i=— Zjfi«»^«5.> 

b (20) del 5 40 poi fornisce la velocità angolare di rotazione attorno il 
detto asse, comune a tutti i punti del solido, 

le ausiliarie p^ , p^y p^ essendo rappresentate per segmenti presi sugli spi- 
goli i, , d^y d^ concorrenti in del tetraedro mobile, e perciò se i triedri 
in dei due tetraedri sieno trirettangoli, la detta velocità angolare a> è 
il vettore nella direzione dell'asse istantaneo risultante dalla composizione 
dei tre indicati segmenti, cioè 

(7) <«> = vp:+p:+p\^ 

Lai velocità v e l'accelerazione totale a di un punto qualsiasi M del 
solido si ottengono rispettivamente per l'espressioni (22), (23) del § 41, 
ossiano 

w ''-i4^) =&z^,C>)+'Z.^Z£,(^)(^) . 
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con le osservazioni in quanto ai sommatorì ^ ia detto paragrafo si- 
gnificate. 

79. Si può anche riferire il movimento del solido a due sistemi di 
assi coordinati ortogonali con l'origine nel punto fisso (§ 31 e seg.), 
l'uno formato da tre assi fissi OX., e l'altro da tre assi Ox^ mobili in- 
sieme al solido, al quale sieno connessi invariabilmente; e relativamente 
a detti due sistemi di assi si adotteranno tutte le indicazioni, segnature e 
formole stabilite nei §§ anzicitati, in conseguenza abbiamo : 

Pel passaggio delle coordinate di un medesimo punto Af, dall'un 
sistema all'altro, l'equazioni (8) del § 31 

(io) X. = Z«a^k» ^k = X<^ik^i> 

sussistendo pei coseni direttori a.^ le relazioni (i), (2), (3), (4) di detto §, 

ossiano 

(") Z< =Z< =I«-, = I, l<u = 1< = Z«;* = I , 

.. ^ Z «1. «a = Z «ù «i5 = Z «0 «., = o , 

inoltre, potendo la posizione rispettiva dei due sistemi di assi essere deter- 
minata nel modo designato da E u 1 e r o, cioè mediante gli angoli 6, f , if 
definiti nel 5 32, è da osservare che nel presente caso il sistema mobile 
potrà ruotare in tutti i modi dintorno ad rispetto al sistema fisso, per- 
ciò l'angolo 6 può variare tra i limiti o e ir, mentre 9 e ^ possono in 
generale essere positivi e negativi, ed assumere un'ampiezza qualunque, 
sicché si hanno in generale 

9 = 2mw4~P'> ij; = 2 «t: -f- V, 
f», n designando numeri interi, positivi o negativi, fi. e v archi variabiK 
tra o e 2 w, ed i sudetd coseni direttori sono legati a 6, 9, ^ per le rela- 
zioni (io) del citato § 32, cioè 

a^j = cos 9 cos ^ 4" ^^ ? ^^ ^^ cos 6 , 
a^^ = — sen 9 cos ij* -j- cos 9 sen ^^ cos 6 , 
ttjj = stn^ sen 6, 
a^, = — cos 9 sen ^ -f- sen 9 cos ^ cos 6 , 

(13) { a^^ = sen9sen^-f"^^s?^s^'^^^®> 

a^j = cos ^I^ sen 6 , 

a^j = — sen 9 sen 6 , 

a^, = — cos 9 sen 6, 

«jj = cos6. 
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Le projezioni V^ , A- della velocità v e dell'accelerazione totale a del 
punto Af su gli assi fissi sono date per le (23) del § 34 

04) ^^. = 1-»^'. A = l^/^', 

e le projezioni di queste su gli assi mobili dinotate w^^y Cj^y vanno espresse 
per le (24) di detto §, doè 

(15) o/j = X^ikf'i^ h = Z«a^i- 
Dipendentemente dalle quantità p^ date dalle formole (28), (29) del 

% 35, ossia 

(16) J _/>,d^=Xa„da,. = -Z«,.rf«,,, 

si hanno l'equazioni (30) di detto §, che determinano l'asse istantaneo 
di rotazione relativamente agli assi mobili, 

O7) />.*.—/>.*. = Oi P^^y—P,x^ = 0, p,x^—p,x^ = o, 

od in forma di proporzioni 

(18) x^:p^ — x^:p^ = x^ip^. 

La velocità angolare di rotazione attorno l'asse istantaneo, comune 
a tutti i punti del solido, è data per la formola (41) dello stesso § 35 

(15) « = VK¥WT7,> 

e pei coseni degli angoli tra i sudetd assi mobili e l'asse istantaneo, di 
cui dinotiamo M^ un punto qualsiasi, come per la (34) del predetto § 
si ha 

(20) cos x^OM^ z=ip^:iùy 

donde si rileva che le p^ sono le componenti secondo gli assi mobili della 
velocità di rotazione a> stimata secondo l'asse istantaneo, le quali perciò 
rappresentano tre rotazioni componenti attorno i detti assi mobili. 

Se nelle prime (15) si sostituiscono l'espressioni V^ fornite dalle (14), 
con riguardo all'espressioni (16), si ottengono, come per le (36) del ci- 
tato S 35, 

(21) w, =/),x, — /)3X„ w^=p^x^—p,x^, %=PrX,—p,x^; 

progettando le stesse Wj^ su gli assi fissi si ritorna alle V^, per le quali 
si ha dunque, come per la (37) di detto §, 

(22) ^i = Z «« ^k = k «ò Pi\ y 

e per la stessa velocità v del detto punto M ha luogo l'espressione (38) 
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del predetto § 

(23) v' = X FI = X<» (i = *= 1, 2, 3> 

Differenziando le (22) rispetto al tempo ty riguardandosi però le x^ 
quali costanti, si ottengono le componenti A. secondo gli assi fisa della 
accelerazione totale a del punto Àf, espresse nelle forme (39) del ripe- 
tuto § 35, cioè 

dalle quali, nella prima forma, ricavate le ^, , A^, A^^ indi projettate le 
stesse su gli assi mobili, si trova per a^ la (39') deUo stesso §, ossia 

(25) "^^ ~ dP ~ "*'*» + ^» Z/'***' (* = I. ^ 3); 

infine, componendo le a, , a^, a^ si cons^;ue, come per la (40) di 
detto §, 

Notiamo da ultimo che l'espressioni delle ausiliarie p^y dipendente- 
mente dagli angoli Euleriani, sono le (43) del 5 36, doè a dire 

Ìp^dt =1 sen 9 sen 6 dvj/ — cos 9 d 6 , 
p^dt = cos9sen6di}/ -|- sen 9^6, 
p^dt = d<f — cos^d^ . 

80. Ritornando alla considerazione del movimento del solido din- 
torno al punto fisso come connesso a quello della figura sferica F, 
sulla sfera avente il centro in 0, il cui raggio si prende per uniti, si 
possono applicare al movimento della stessa tutte le formole preceden- 
temente stabilite (§§ 78, 79) pel movimento di un punto qualsiasi del 
solido. 

Un movimento elementare della F essendo una rotazione infinita- 
mente piccola attorno un diametro della sfera (che prolungato è l'asse 
istantaneo di rotazione del solido), sappiamo potersi ottenere il movi- 
mento continuo della F sulla sua sfera facendo rotolare sopra una linea 
sferica immobile X (fig. 33) altra linea sferica V mobile insieme alla F, 
alla quale è connessa invariabilmente; ora, se si prende queste linee \ V 
per direttrici di due superficie coniche aventi per vertice comune, e 
che designiamo C, C, il rotolamento della linea V sulla linea X trae 
quello del cono C sul cono C, adunque il movimento continuo del so- 
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lido intorno ad sari cons^uente dal rotolamento di un e 




bile, invariabilmente connesso al solido, sopra altro cono fìsso C, dei 
quali due coni, aventi il punto fisso O per vertice comune, la genera- 
trice di contatto sarà l'asse istantaneo del corrispondente movimento ele- 
mentare del solido. 

Eliminando il tempo t tra l'equa^oni (i8), si ottiene l'equazione 
nelle coordinate x^ del cono mobile C sopra indicato, ed eliminando la 
stessa t fra l'equazioni 

^ ^ P. ~ P. ~ P, 

à consegue l'equazione nelle coordinate X^ del cono fisso C. 

I risultati ai quali siamo pervenuti (^ 70 e seg.) riguardo al movi- 
mento di un solido parallelamente ad un piano fisso, sono casi particolari 
del movimento dintorno un punto fisso, supponendo questo all'infinito, 
perciocché la sfera si cangia in piano allorché Ìl ra^o dìvenu infinito. 
Essendo il punto all'infinito, i due coni C, C sopra designati si com- 
mutano in cilindri, ed il movimento continuo di un solido che si sposta 
parallelamente ad un piano fìsso è dunque il risultato, come fu gii si- 
gnificato nel ^ 76, del rotolamento di una superfide cilindrica, l^ta in- 
varialnlmente al solido, sopra altra superfide cilìndrica fìssa, le genera- 
trici di queste due superfìde essendo perpendicolari al piano, parallela- 
mente al quale si effettua il movimento del solido. 

81. Moti aua Poinsot. — Si abbia un movimento tale che le ro- 
tazioni componenti p^ sìeno proporzionali ai coseni degli angoli, che gli 
assi motnli formano con una direaone costante data, i movimenti di 
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questa spede diconsi alla PoinsoL Ora, se alla direzione costante si sup- 
pone condotto parallelamente l'asse X, , si tratta di considerare i rap- 
porti costanti 

(29) Pk'^^k = ruy (*=i, 2, 3), 

quindi si hanno per Tequazioni (18) dell'asse istantaneo 

(30) *, ' «„ ^ = X, : a,,r, = x, : x^^r^; 

intanto dalle (Jb), (f), (k) del § 3 6» ^ ^ rapporti r^^ ora designati, ri- 
sultano le tre equazioni differenziali 

r, dt \r, rj^'^'' f. dt \r^ r, 1^^^" 

due delle quali risultano dall'altra mediante le successive sostituzioni cir- 
colari nel gruppo degl'indici (123); e dalle stesse, moltiplicandole ordi- 
natamente da prima per /), , p^y p^y indi per p^'-r^, Pi'^29 Py'^ì* ^ 
deducono le seguenti 

I ^a 3 

{t)'pJP. +{t)'p.'P. + {■t;)'p.'P. = <-• 

integrate quest'ultime, e dinotandosi con h, h' due costanti, si ottengono 
l'equazioni 

(t)K+'(i)';+(0.;=.-. 

moltiplicate le stesse pria per h'y Jb, indi sottratta la seconda dalla prima, 
si deduce 

e sostituendo alle p^ le x^, si ottiene infine per l'equazione d^li assi 
istantanei del movimento in esame 

che è l'equazione di un cono di secondo grado col vertice in 0. 

Infatti, da un canto essa va sodisfatta per le coordinate X| = 0, 
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d'altro canto se si differenzia, col considerare la x^ quale variabile fun- 
zione, si ottiene le due seguenti equazioni differenziali 

dxj 



H^'-ihHi^'-i) 



^ dx. 



che si possono presentare nelle forme 

-L(h' — —\- — (h' — —\x = — ^ ^ 
rA rj' r^ rj ^ x/dx,' 

e per cui mezzo la (31) si trasforma come seglie: 

dxt , dx. 



ix' 



donde si rende manifesto essere la stessa (31) l'equazione di un cono 
avente il vertice in 0, ed essendo di secondo grado nelle coordinate 
x^ , lo stesso cono è di 2° ordine. 



VI. — Movimento di un solido libero nello spazio. 

82. Sieno A^ B^ Cy Dy . . . (fig. 34) le posizioni dei vari punti del 

/*• tx so^^o ^^ ^^ ^^° istante, ed A\ B\ C\ D\ . . . 
le loro posizioni dietro un intervallo di tempo 
piccolissimo ^/; gli spostamenti elementari 
sono rappresentati per i segmenti infinita- 
mente piccoli AA\ BB'y CC\ DD\ ... , 
dati dai prodotti delle rispettive velocità per 
l'elemento di tempo d t ; applichiamo a tutti 
questi punti, tranne un solo, la teoria deUa 
composizione delle velocità, in forza della 
quale possiamo considerare la velocità di jB, 
che è proporzionale a B B\ come decomposta in due altre, l'una eguale 
e parallela a quella di ^, e per la quale B dee seguire il cammino BB" 
equipollente ad AA\ l'altra conducente il punto da f in B'\ cosi ana- 
logamente per gli altri punti Cy Dy ... y donde risulta che il movimento 
elementare del solido può essere decomposto in due movimenti, cioè: 
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d) Vuno in virtù del quale tutti i punti del sistema descrivono nel 
tempo dt i cammini JA', BB'\ CC\ DD*\ ... equipollenti, questo 
primo movimento perciò è una traslazione. 

V) Un secondo movimento, in virtù del quale i punti By Cy Dy . , . 
pervenuti in 5", C", D", ... col primo movimento, descrivono i cam- 
mini 5" 5', C" C, D" D'y . . . , mentrechè il punto Ay pervenuto ìnA'y 
resta fisso; in conseguenza questo secondo movimento è quello di un 
solido avente un punto fisso, e si esegue quindi mediante una rotazione 
infinitamente piccola attorno un asse istantaneo PP' passante per A\ 

Con la considerazione precedente il movimento elementare del so- 
lido si riduce a due movimenti semplici, cioè una traslazione ed una ro- 
tazione, e stantechè si può fare questa decomposizione partendo da ogni 
altro punto invece di Ay si vede che tale decomposizione può esser d'in- 
finiti modi; ma fra tutte le possibili decomposizioni se ne trova una, che 
dà rimmagine la più semplice del movimento in considerazione, riducen- 
dolo cioè ad un movimento elicoidale. 

Decomponiamo la traslazione comune AA' m due, Tuna parallela 
all'asse PP'y e Taltra perpendicolare a quest'asse; basta per ciò abbassare 
dal punto A la perpendicolare A A" su PP'y e riguardare la velocità del 
movimento A A' come la risultante di due velocità simultanee, Tuna de- 
terminante il cammino AA^ eguale ad A* A\ e l'altra che determina il 
cammino A^A eguale ad AA*\ sì sostituisca parimenti alle velocità dei 
cammini 55", CO'y DD"y ... le velocità simultanee dei rispettivi cam- 
mini BB^ e B^B'\ CC^ e C^C'y DD^ e D,D", ..., essendo BB^y 
CC^yDD^y... equipollenti ad ^ ^, , e gli altri 5, 5", C, C", D^D'\.,. 
equipollenti ad A A' ovvero A^A. Di questa maniera per ciascun punto 
5 si verrà a sostituire al contorno BB**B'y formato da due lati, il con- 
torno BB^B"B'y che ne ha tre, e perciò si avrà da considerare questo 
punto 5 come animato da tre velocità; osserviamo intanto che due di 
esse sono normali all'asse PFy cioè quelle corrispondenti al cammino 
B^B'' parallelo ad AA\ ed a B'*B'y che è il cammino infinitamente pic- 
colo descritto dal punto in virtù di una rotazione attorno il detto asse; 
in conseguenza, il piano di detti due cammini e delle rispettive velocità 
è perpendicolare a PP'y ed è cosi della loro risultante che corrisponde 
al cammino 5, 5'. Altrettanto è a dirsi dei punti C, D, • • • > sicché di 
questa maniera lo spostamento elementare del solido si riduce ai due se- 
guenti movimenti: 
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1° 'Una traslazione eguale ad AA^ parallelamente a PF. 

2° Un movimento in virtù del quale i diversi pùnti Ay By Cy D^ . .. , 
che con la traslazione sieno portati in A^y 5^ , C, , D, , . . . , ricevono 
simultaneamente gli spostamenti A^ A\ B^ B\ C, C, D, D', . . . tutti pa- 
ralleli ad uno stesso piano perpendicolare z PF; questo secondo movi- 
mento elementare è dunque una rotazione istantanea attorno un asse 
perpendicolare al detto piano, ossia parallelo a PP'y parallelo perciò 
alla traslazione. À quest'asse particolare si dà il nome di asse istantaneo 
di rotazione e di scorrimtntOy o più semplicemente dicesi asse istantaneo 
scorrente. 

n movimento elementare di un solido libero nello spazio è dunque 
il risultato di una rotazione infinitamente piccola attorno un certo asse, 
lungo il quale il solido subisce nello stesso tempo una traslazione infi- 
nitamente piccola; in conseguenza, esso è analogo al movimento che segue 
una vite addentrando nella sua chiocciola, od in altri termini è un mo- 
vimento elicoidale, 

83. n movimento continuo di un solido invariabile è una serie di 
movimenti elementari, ciascuno dei quali si può ridurre ad una rotazione 
attorno un certo asse istantaneo, e ad una traslazione lungo lo stesso 
asse. Consideriamo la superficie rigata luogo delle posizioni successive 
dell'asse istantaneo scorrente nello spazio, consideriamo inoltre le posi- 
zioni successive dell'asse istantaneo nel solido, le quali determinano una 
seconda superficie rigata appartenente allo stesso solido, e trasportata nel 
suo movimento; perciò si può concepire che il movimento continuo del 
solido avvenga mediante U rotolamento della superficie mobile sulla su- 
perficie fissa, in modo che la superficie mobile vada adagiando le sue 
generatrici su quelle della superficie fissa girando attorno ad esse, ed 
inoltre subendo lungo ciascuna generatrice di contatto uno scorrimento 
o traslazione. 

Si può ancora, scegliendo un punto pardcolare del solido, decom- 
porre il movimento continuo del solido nel movimento di questo punto 
ed in una serie di rotazioni attorno assi istantanei, che passano tutti pel 
detto punto. Questo modo di decomposizione è il più comodo per ri- 
solvere i problemi; il movimento continuo comprende allora la traslazione 
di un punto, ed il movimento del solido dintorno a questo punto, vale 
a dire il rotolamento di un cono, legato invariabilmente al solido, sopra 
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un altro cono che è trasportato dal punto mobile, .conservando però la 
medesima orientazione nello spazio. 

84. FORMOLE GENERAU RIGUARDAKTI IL MOTO UBERO DI UN SCUDO. — 

Si riferiscano i vari punti del solido, come nel § 31, a tre assi ortogo- 
nali fissi X . (i = 1 , 2, 3), sistema (X), e ad altri tre assi ortogonali 
oxj^ (k = I, 2, 3), sistema (jc), con Torigine in un punto facente parte 
del solido, però i medesimi in movimento con si conservino sempre 
paralleli ai rispettivi del sistema (X), talmentechè tra le coordinate X^ di 
un punto qualsiasi M del solido, le 0. dell'origine 0, relativamente agli 
assi fissi, e le x^ dello stesso punto M relative agli assi mobili, sussisterà 
la relazione (5) del citato §, ossia 

(i) X. = 0. + Xj, (i = *= I. 2, 3). 

Ciò posto, se ad un dato istante il movimento elementare del solido 

àz definito per la velocità u di traslazione del punto 0, rappresentata da P 

(fig. 35), e per la grandezza e direzione dell'asse oRy che rappresenta la 

velocità angolare 6> della rotazione 
istantanea attorno un asse passante 
per lo stesso punto 0, dinotiamo ol. 
i coseni direttori degli angoli che 

la direzione di P = u forma coi 
tre assi dell'un sistema (X), (x), 
ed u. le componenti di essa velo- 
cità secondo gli stessi assi; indi- 
chiamo ^j^ i rispettivi coseni diret- 
tori della J? = (1), ed cO|^ le sue 
componenti secondo i predetti assi; si avranno pertanto le relazioni 

e pel coseno x dell'angolo PoR l'espressione 




X, 



U(ù 



(t = I, 2, 3). 



Tirata da P la perpendicolare PF sopra oR, h oF rappresenta la 
velocità di scorrimento nel movimento elicoidale del solido, il cui valore 

è w X = — Z «*i «i , e le componenti y^ della stessa secondo gli assi 

coordinati sono determinate per la formola 
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in cui ai succesàvi valori i, 2, 3 di & si deve estendere il sommatorio 
X ad t = I, 2, 3. 

Là PF rappresenta la velocità di traslazione normale alla rotazione 
JJ = <i>, che componendosi con questa (§ 63), determina l'asse istan- 
taneo scorrente; le componenti fj^ della medesima secondo gli assi coor- 
dinati, riguardandosi h oP come risaltante delle oFy F Py sono fornite 
la prima r , per Tespressione 

(3) ^ = ^ — ?, = ~rk(«a + K) — ^.(«."1 + ^3^)]» 

e le altre due r,, r^ per espressioni, che si deducono da questa me^ 
diante le sostituzioni circolari successive nel gruppo (123) degl'indici. 

Se invece d'esser date u ed co con le rispettive direzioni, fossero 
conosciute le componenti u^^ a>| delle medesime, equivarrebbe ad essere 
decomposto il movimento elementare del solido in tre traslazioni paral- 
lele agli assi coordinati, ed in tre rotazioni attorno gli stessi assi. 

85. Asse scorrente, velootà ed accelerazione di un punto q.ua- 
LUNQ.UE del soudo. — Per fissare la posizione dell'asse scorrente //' che 
è parallelo ad R^ lungi di comporre la rotazione oR =^ <ù con la tra- 
slazione normale PF, riesce più semplice, considerando un punto qua- 
lunque M del solido, di determinare le variazioni che le coordinate del 
medesimo subiscono per effetto dei sei movimenti elementari simultanei, 
cioè delle tre traslazioni secondo gli assi coordinati con le velocità u- , e 
delle tre rotazioni attorno gli stessi assi con le velocità angolari (ùj^. Dif- 
ferenziando la (i) rispetto al tempo t, viene l'equazione 

ed occorre determinare le variazioni d x^ dovute alle rotazioni, osservando 
che ciascuna di esse lascia invariato il valore della coordinata parallela 
all'asse attorno del quale si effettua la rotazione stessa che si considera, 
ed altera nello stesso tempo le altre due coordinate; la co, , per es., lascia 
invariata la x,, ed altera le jc,, x^; cosi via di seguito. 

Ora per determinare le variazioni delle x,, x^ conseguenti dalla co,, 
si considerì la projezione m del punto M sul piano degli assi x^ , x^ 
(fig. 36), quindi si abbia riguardo al raggio om projezione di oAf; pe^ 
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eflfetto della rotazione co,, la m sarà portata in nC nell^demento di tempo 



ft(r3f 




dt, avendosi perciò fnm' = om.<ù^dt; abbassate le 
perpendicolari mn^ tri n* sulla ox^^ condotta per 
m la parallela allo stesso asse sino ad incontrare 
in 1 la m'n', si rileva fadlmeme essere — nri^Xrri 
le variazioni sulle x^, x^ apportate dalla rotazione 6», , 
e stante la similitudine dei due triangoli m'ml, 
man, le variazioni anzidette risultano espresse ri- 
spettivamente da — x^<ù^diy +x,co,d/; parimenti è facile rilevare che 
la rotazione w^, lasciando invariata la x,, apporu alle jc^, x, le rispet- 
tive variazioni — x^iù^dty -^ x^ta^dt; infine che le variazioni sulle x,, x^ 
prodotte da w sono rispettivamente — x^to^dt, -^x^tù^dt. 

Conseguentemente le variazioni dx^ dovute aUe tre rotazioni co^ sono 
espresse per le formole 

(4) dx=((ù^x^—iù^x;)dt, dx={iù^x^—iù^x^dt, dx=(iù^x—iùjc^. 



e per la {a) risultano 



(5) 



dX^ , 

dX^ , 

dX, , 

-^^=tt, + a>,x, — a>^x,, 



le ultime due essendo pure deducibili dalla prima con le succennate so- 
stituzioni. 

Sono queste l'espressioni delle componenti secondo gli assi fissi della 
velocità V del punto My conseguenti dai suoi movimenti elementari si- 
multanei suindicati, e se nelle stesse a luogo delle u. si pongono le r^ 
fornite dalla (3) e sue conseguenti, si ottengono le variazioni dX[ deUe 
coordinate dello stesso punto M per effetto cumulativo delia velociti di 

traslazione PF e della rotazione normale oR = (ù, si hanno doè 

( dX[ = (f, -f CO^Xj — WjXjd/, 

(6) N^: = (r. + «,x,-a>.x,)d/, 

( ^^l = (jy + «^1^1 — ^^Xi)dt. 

Pei punti dell'asse scorrente II' queste variazioni sono nulle, per 
lo stesso dunque si ottengono, con riguardo alla (3) e sue conseguenti, le 
tre equazioni che seguono: 
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(7) { (^3 "* — *i "3) "' = **a ("! + ^i) — ^2 («*3 ^3 + **! ^.) > 
(*,<^a — ^.<«>,)«^' = «*, W + <^D — «^3(^^i + "-^-)' 

delle quali Tona è conseguenza delle altre due, e sono deducibili dall'una 
le altre mercè le successive permutazioni circolari nel gruppo (i 2 3) de- 
gl'indici. 

Osserviamo infine che differenziando le (5) rispetto al tempo, si 
trovano le componenti a^ secondo gli assi coordinati dell'accelerazione 
totale a del punto M, e con riguardo alle (4) espresse per le formole 
seguenti^ doè la prima 

e le altre due si deducono da questa mediante le suindicate sostinmoni 
n^'indid; componendo di poi le a. si ottiene la a^, al pari che la com- 
posizione delle (5) fornisce la v^. 
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CAPITOLO PRIMO. 

FORZE IN GENERE, COMPOSIZIONE, SCOMPOSIZIONE, 

EQUIVALENZA. 



L — Principi generali sulle forze e loro misura. 

86. Molte sono le forze in natura, e d'indole affatto diverse tra 
loro, e fra le principali possonsi enumerare: 

1^ La gravità, che fa cadere tutti i corpi abbandonati a se stessi 
dintorno al globo terrestre. 

2^ L'elasticità, in virtù della quale tutte le volte che si vuole fare 
cambiare forma ad un corpo, bisogna vincere un certo sforzo, e posda- 
chè questo corpo è abbandonato a se stesso, riacquista la forma primi- 
tiva (lo sformamento però essendo compreso tra certi limiti). 

^^ La forza muscolare d^li animali, che vediamo messa in opera 
imiversalmente. 

4^ Le attrazioni e ripulsioni nei fenomeni magnetici ed elettrici, alle 
quali si dà i nomi di forze magnetiche, e di forze elettriche. 

CoM di altre, che tralasciamo di specificare. 

Però, come si fece cenno TiéÌLlnirodu:^}(me, in Meccanica razionale 
non si ha lo scopo di studiare la natura intima delle forze, si ha in ri- 
guardo soltanto i caratteri comuni a tutte le forze, cioè a dire si prende 
in considerazione i movimenti, che esse imprimono ai corpi sui quali 
agiscono, o le deformazioni che vi producono quando il movimento ne 

F. Calsakma. — MMtmmiem, i6 
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è impedito; quindi dalla misura di tali effetti si trae il mezzo di rendere 
confrontabili le forze le une rispeno alle altre, quantunque di natura af- 
fatto diverse, ed ottenere la loro misura, cioè esprimerle in numeri, aven- 
done scelta una quale unità. 

Peso. — D*ordinario per unità di forze si prende un certo peso; un 
corpo per effetto del suo peso produce sempre una deformazione all'o- 
stacolo che si oppone alla sua caduta, la quale sebbene sia spesso insen- 
sibile all'occhio dall'osservatore, si rende altre volte estremamente palese, 
come succeda quando il corpo è sospeso ad una lamina dotata di sen- 
sibile flessibilità, come sono le lamine di acciajo; e si comprende facil- 
mente che la grandezza della deformazione prodotta dal peso del corpo 
può servire a provare l'energia di esso peso. 

I pesi di due corpi (qualunque fosse la loro natura) sono ^^uali 
allorché, essendo sospesi successivamente ad un medesimo apparato fles- 
sibile, lo fanno piegare di una stessa quantità; riuniti i due corpi di 
eguale peso a costituirne un solo, si dice che il peso di questo compo- 
sto è doppio di ciascuno dei due primi; parimenti, riunendo tre, quat- 
tro, . . . , n corpi dello stesso peso, si costituirà un corpo il cui peso 
sarà triplo, quadruplo, . . . , n-plo di ciascuno dei primi. Si comprende 
dunque che, scegliendo un certo corpo ^ il cui peso si prende per unità, 
si potrà mediante uno strumento a molla valutare facilmente in numeri 
il peso di qualsiasi altro corpo B, bastando all'uopo di riunire tanti pesi 
eguali ad A, i quali sospesi insieme producano allo strumento il mede- 
simo deformamento, che gli produce il corpo B, ed il peso di questo 
corpo sarà allora rappresentato dal numero dei pesi eguali ad A che bi- 
sogna adoperare. 

L'unità ordinariamente usata in Meccanica è il chilogrammo, che 
corrisponde al peso di un decimetro cubo di acqua pura, presa alla tem- 
peramra di 4°, i; però, stantechè l'intensità della gravità, e quindi il peso 
di uno stesso corpo, varia da un luogo ad altro della superficie terre- 
stre cangiando latitudine, ed anche in un medesimo luogo a misura che 
si eleva sul livello del mare, ne deriva che il peso di un certo corpo 
confenonato a modo che in una data località, a Parigi per es., equivalga 
al chilogrammo, non sarà lo stesso per ogni altra località, ma codeste 
differenze essendo ordinariamente trascurabili nelle applicazioni meccani- 
che, cosi non se ne tiene conto; altronde un apparato a molla, che sia 
stato graduato in una data località, potrà servire egualmente in ogni altra. 
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giacché la sua applicazione dipende dai rapporti delle quantità di piega- 
mento che i vari pesi gli producono. 

87. Valutazione delle forze in numeri, e loro rappresentazione 
GEOMETRICA. — É naturale di prendere U peso di un corpo per misura 
dell'intensità della forza che tende a farlo cadere, ossia della gravità; 
perciò la gravità agente su questo corpo sarà rappresentata da un certo 
numero di chilogrammi, o di grammi. Una forza qualunque essendo ap- 
plicata ad un punto materiale tenderà a metterlo in movimento, e tale 
movimento può impedirsi attaccando quel punto ad un apparato a molla 
che sia stato anteriormente graduato col confronto dei pesi; e poiché 
l'apparato per l'azione della forza subirà una certa flessione, si può con- 
siderare la stessa come eguale alla gravità agente su di un corpo, il quale 
sospeso al detto apparato gli produce lo stesso piegamento, il peso di 
questo corpo servirà perciò di misura alla forza; qualunque forza dun- 
que può sempre essere misurata da un peso, e quindi valutata in nu- 
meri di unità di peso, doé di chilogrammi, o fratoni di chilogrammo. 
Nella stima delle grandi macchine si adopera una speciale unità di forza 
denominata cavallo-vapore, la quale sia capace di elevare verticalmente 
in un minuto secondo di tempo all'altezza di un metro il peso di 75 chi- 
logrammi. 

Quando le forze che si ha in considerazione siano state valutate in 
numeri, prendendo sulle loro direzioni, a partire dai rispettivi punti di 
applicazione, lunghezze proporzionali all'unità di lunghezza secondo i dati 
numeri, si costituirà per ciascuna forza un elemento geometrico rappre- 
sentante tuno dò che intorno ad essa deve porsi in considerazione, tutto 
proprio quindi a significare la stessa forza; mettendo indi questi elementi 
geometria in vicendevole relazione, si potrà con le regole del calcolo 
grafico eseguire la composizione, o scomposizione (nd casi possibili), 
delle forze applicate ad uno stesso punto, od ai vari punti di un siste- 
ma invariabile, e risolvere in dipendenza a tale determinatone ogni qui- 
stione subordinata. 

Però é da confessare che la sostituzione dd segmenti retdlind all^ 
forze, se sia ammissibile come artifizio di dimostrazione, fa perdere il 
vero senso d'attribuirsi alle forze, che devono sempre apprezzarsi per 
Peffetto prodotto, o capace di produrre ciascuna sul punto di applicazione, 
doé per la quantità di movimento impresso dalla forza, o tendqite ad 
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imprimergli; laonde il separare la composizione o scomposizione delle 
forze dalla composizione o scomposizione dei movimenti, fa perdere i 
principali vantaggi, l'evidenza cioè e la semplicità, circostanza che c'im- 
pegna ad insistere nello studio delle forze sotto il riguardo degli effetti, 
che esse producono o tendono a produrre sui corpi ai quali sono appli- 
cate, e ad introdurre in conseguenza la considerazione del terzo elemento, 
che entra nella composizione di ogni movimento, vale a dire la massa 
di cui è costituito il corpo che si muove. 

88. Massa dei corpi, loro densità. — Un corpo, meccanicamente 
considerato, è costituito da certa quantità di materia, che occupa una por- 
zione dello spazio, e questa parte limitata dello spazio è ciò che si chiama 
il volume, mentre la quantità di materia che esso contiene si dice la 
massa del corpo. I corpi, pel principio dell'inerzia, non possono da per 
sé muoversi, né alterare la diresdone e la velocità dei movimento che 
possiedono, ed un corpo contiene tanto più o meno di materia, per quanta 
ii^ggiore minore inerzia oppone all'alterazione del suo movimento, 
quindi un corpo quando per l'azione di un motore riceve la metà della 
vdodtà di un altro corpo sottoposto allo stesso motore, si considera 
contenere una quantità doppia di materia del secondo corpo, ossia avere 
rispetto a questo una massa doppia. 

Tale principio, che riduce all'inerzia la misura delle masse, é pure 
un risultato dell'esperienza e dell'analogia, le quali d conducono a con- 
chiudere che in ogni caso la velodtà impressa da una forza é indipen- 
dente dalla figura, quindi dal volume del corpo sul quale agisce (fatta 
astrazione di talune particolari resistenze), e che varia soltanto in dipen- 
denza della quantità di materia sulla quale si distribuisce e va a consu- 
marsi l'azione della forza. In conseguenza si dice che due elementi mate- 
rialif qualunque fossero le sostanxf di cui sono composti, hanno la stessa 
massa, àllorcbè sottoposti aW anione di una medesima for^a ricevono lo stesso 
movimeuto. Un elemento materiale formato dalla riunione di due punti 
materiali della stessa massa ha una massa doppia di ciascuno dd com- 
ponenti, parimenti riunendo tre, quattro, . . . , n punti materiali, le cui 
masse sono eguali, si formerà un elemento avente la massa tripla, qua- 
drupla, ... , n-pla di quella di ciascun punto componente; si concepisce 
in tal modo come potersi valutare in numeri la massa di un corpo qual- 
siasi, quando si é scelto arbitrariamente un altro corpo la cui massa sa 
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presa per unità; il procedimento è lo stesso che quello per cui mezzo si 
valuta il peso di un corpo relativamente ad un altro, il peso del quale 
sia stato scelto per unità. 

Per riconoscere come corpi di diverse sostanze possono contenere 
quantità di materia non proporzionali ai loro volumi, basta riflettere che 
i corpi costano di particelle od atomi disposti in modo discontinuo, cioè 
più o meno separati gli uni dagli altri, i quali non si possono mai av- 
vicinare tanto da toccarsi e formare massa continua, quindi il volume 
sensibile dei corpi non è tutto pieno di materia; fra gli atomi di uno 
stesso corpo esistono forze di attrazione e ripulsione reciproche^ per cui 
mezzo possono tenersi in equilibrio a certe distanze, e presentare resi- 
stenze ad essere avvicinati o allontanati, quindi impedire che il corpo 
sia facilmente compresso od allungato. 

I corpi si dicono pia o meno densiy secondochè in eguali volumi con- 
tengono maggiore o minore quantità di materia, e la ragione della quan- 
tità di materia che due corpi diversi contengono in eguale volume co- 
stituisce la loro densità relativa; prendendo per unità di densità quella 
di una sostanza conosciuta, per es., dell'acqua ad una temperatura e pres- 
sione data, e adottando per unità di massa quella della stessa sostanza 
contenuta nell'unità di volume, si ha per un corpo qualunque 

dinotandosi con Z), Af, V rispettivamente la densità, la massa, ed il vo- 
lume del corpo espressi nelle suddette imita. 

L'esperienza ha provato che la gravità è indipendente dalla natura 
delle sostanze di cui sono composti i corpi, e perciò i pesi dei corpi es- 
sere proporzionali alle masse; se nel rapporto Af : F si sostituisce ad M 
il relativo peso del corpo in considerazione, tale rapporto dicesi peso spe- 
cifico del corpo, e cosi le densità dei vari corpi saranno espresse con gli 
stessi numeri che i loro pesi specifici, intendendosi che sia presa per unità 
di densità quella del corpo il cui peso specifico è rappresentato da i. In 
tal modo si sono formate le tavole dei pesi specifici di molte sostanze, 
dalle quali si rilevano le densità; in esse tavole il peso specifico comu- 
nemente adottato per unità è quello dell'acqua distillata sotto la pressione 
media di o", 76, ed alla temperatura di 4° sotto zero del termometro 
centigrado, quindi la densità dell'acqua in tali circostanze è quella che si 
prende per unità* 
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89. Azione di una forza costante in grandezza e direzione. — 
n principio dell'indipendenza degli effetti delle forze d permette di de- 
terminare immediatamente U movimento che prende un punto materiale 
sotto razione di una forza costante in grandezza e direzione; a tale og- 
getto supponiamo da prima che il punto materiale non abbia velocità al- 
l'istante in cui gli è applicata la forza, e riguardiamo la durata t del mo- 
vimento che prende il punto essere divisa in intervalli piccolissimi At 
eguali fra loro; considereremo l'azione della forza come rinnovellata co- 
stantemente al principio di ciascun intervallo, in conseguenza si rende 
manifesto che il mobile alla fine del primo intervallo M ha acquistato 
una certa velocità Av, la quale evidentemente dev'essere diretta nel senso 
stesso della forza; che aUa fine del secondo intervallo, oltre della A t;, il 
mobile riceverà altra velocità At; per l'impulso costante rinnovato dalla 
forza, e cosi alla fine di 2 A t il mobie sarà animato dalla velocità 2 A 1; ; 
ragionando nello stesso modo si rileva che il movimento del punto ma- 
teriale, oltre di essere rettilineo nel senso stesso della forza, è uniforme- 
mente auelerato; e si concepisce che divenendo sempre più piccoli gl'in- 
tervalli di tempo ^uali A/, si avvicinerà di più in più al caso reale, in 
cui la forza agisca di una maniera continua, e l'indole del movimento 
sarà la stessa. 

Allorché il mobile ha una certa velocità v^ all'istante di applicazione 
della forza, e sia diretta nel senso stesso della forza, è a distinguere se 
questa agisca nello stesso verso di v^ od in verso opposto; nel primo 
caso la velocità crescerà sempre proporzionalmente al tempo decorso, e 
il movimento sarà uniformemente auelerato; nel secondo caso invece, la 
velocità iniziale v^ sarà diminuita di A v alla fine del primo intervaUo A/, 
sarà scemata di 2 A t; alla fine del tempo 2 A ^, e cosi di seguito, sicché 
la velocità va diminuendo proporzionalmente al tempo, quindi il movi- 
mento sarà uniformemente ritardato, fino a quando la velocità si estin- 
guerà, ed allora esso cangerà senso, divenendo uniformemente accelerato. 

In conchiusione, il movimento che assume un punto materiale sotto- 
posto all'azione di una forza costante in grandezza e direzione, sia che 
abbia una velocità anteriormente acquistata o no, é rettilineo secondo la 
dires^ione stessa della for%a, ed uniformetnente vario. Lai reciproca è pur 
troppo evidente, perciocché in un movimento rettilineo uniformemente 
vario la velocità, variando proporzionalmente al tempo, non può derivare 
che da una forza costante, la cui direzione sia secondo la retta descritta 
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dal mobile, perciò Q movimento in considerazione è prodotto da una 
forza costante in granda^a e direzione. 

90. Proporzionalità delle forze alle accelerazioni che esse 
PRODUCONO. — Attesoché il movimento di un punto materiale sottoposto 
all'azione di una forza costante in grandezza e direzione è uniformemente 
vario, e che i cangiamenti di velocità devonsi unicamente all'azione della 
forza, ne segue che si può prendere l'accelerazione di tale movimento 
per misura dell'intensità della forza stessa, sottinteso però che la gran- 
dezza della fòrza sia riferita a quella della forza presa per unità, e di cui 
l'accelerai^ione prodotta suU'istesso punto materiale sia presa per unità; 
con tale sottinteso si dirà che la forza ha per misura l'accelerazione, che 
essa produce sul punto di applicazione. Da dò stesso deriva che le in- 
tensità di due forze, costanti in grandezza e direzione, che agiscono suc- 
cessivamente sul medesimo punto materiale, stanno fra loro come le acce- 
lerazioni che producono. 

Allorché un punto materiale é sottoposto all'azione di una forza, 
che non sodisfa alla doppia condizione di avere nello stesso tempo gran- 
dezza e direzione costanti, l'accelerazione totale di questo punto, corri- 
spondente ad un dato istante, é quella tale che questa forza gli comu- 
nicherebbe, se a partire da detto istante conservasse la stessa grandezza e 
la medesima direzione; giacché, questa accelerazione totale si deduce dalle 
circostanze che presenta il movimento durante un intervallo di tempo 
infinitamente piccolo, ed il movimento che ha luogo durante questo tempo 
può essere riguardato come un elemento del movimento che prenderebbe 
il punto materiale, se la grandezza e la direzione della forza cessassero 
di variare al cominciamento del predetto intervallo di tempo. Dietro ciò 
si può dire che se si confronta il movimento preso da un punto mate- 
riale sotto l'azione di una forza qualunque, al movimento che lo stesso 
prende sotto l'azione di un'altra forza qualsiasi, le intensità delle due 
forze sono tra loro come le accelerazioni totali corrispondenti agli stessi 
istanti nei movimenti che esse producono; altronde le direzioni di queste 
accelerazioni sono evidentemente le stesse che quelle delle forze. 

91. PROPORZIONAtrrÀ DELLE FORZE ALLE MASSE DEI PUNTI AI aUALI 

IMPRIMONO UNA STESSA ACCELERAZIONE. — Siano F ed F' due forze agenti 
su due elementi materiali di masse m ed m', le quali comunicano loro 
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una medesima accelerazione; supponiamo da prima che le forze abbiano 
un rapporto commensurabile n : n\ sicché dinotata con / l'unità di forza, 
si abbiano 

F = n/, f ' = n'/, 

e consideriamo il primo elemento materiale come Taggr^to di n punti 
ciascuno di massa pi, onde 

m = n(A, 

e il secondo elemento costituito da tC punti, ognuno avente la massa {i', 
perciò essendo 

m' = n' p.'. 

Se la forza / agisse sola, senza cangiare grandezza e direzione, so- 
pra un punto materiale di massa (& partente dal riposo, gl'imprimerebbe 
un movimento rettilineo uniformemente accelerato, la cui accelerazione ; 
avrebbe un certo valore dipendente dall'intensità della forza e dalla gran- 
dezza della massa (&; concependo che n punti aventi tutti la medesima 
massa pi, ciascuno sottoposto all'azione della stessa forza /, si muovano 
accanto gli uni d^li altri, partendo nel medissimo istante, e tutte le forze 
/ abbiano la medesima direzione ed agiscano nello stesso senso, questi n 
punti dovranno prendere lo stesso movimento rettilineo ed nmiforme- 
mento accelerato, la cui accelerazione è ;, né cesseranno di trovarsi ac- 
canto gli uni dagli altri come prima della loro partenza. Ora, nulla si 
cangia al movimento dell'insieme di codesti punti materiali, supponendoli 
legati tra loro invariabilmente, dappoiché durante il movimento se fos- 
sero disgiunti, non si separerebbero, pur avendone la facoltà; ma allora 
non si avrà che un punto materiale unico, di cui la massa sarà n (x = m, 
e le n forze eguali ad / con la medesima direzione agenti su questo ele- 
mento materiale potranno essere rimpiazzate da una sola forza f = w/. 
Dunque questa forza F agendo sull'elemento materiale di massa m, che 
parta dal riposo, gli comunicherà un movimento identico a quello, che 
la forza / comunica al punto di massa (&, ed in conseguenza l'accelera- 
zione prodotta dalla forza F all'elemento di massa m é la stessa ; co- 
municata da / al punto di massa (x.. 

Si rileva egualmente che le accelerazioni comunicate dalla forza f ' 
all'elemento di massa m\ e dalla / al punto di massa (x.', sono predsa- 
mente le medesime; ma per ipotesi F, f comunicano una medesima 
accelerazione agU elementi materiali di masse m, m\ quindi la forza / 
applicata successivamente ai due punti di masse (x, (&' comunica loro una 
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Stessa accelerazione ;, in conseguenza le due masse (&, (&' devono essere 
^uali, e di seguito m ed tn' sono tra loro nello stesso rapporto delle 
due forze F> F'; inversamente, le forze date sono in ragione delle masse 
degli elementi materiali, ai quali imprimono una stessa accelerazione. 

Si dimostrerà facilmente mediante il principio dei lìmiti che la stessa 
proporzione ha luogo, anche quando il rapporto di grandezza delle forze 
F, F' non sia assegnabile. 

92. Misura delle forze mediante le masse e le accelerazioni.— 
Consideriamo due forze F, F' agenti su due elementi materiali di masse 
m, m'y e producenti sugli stessi le accelerazioni ;, ;'; se introduciamo la 
considerazione di una terza forza F" tale, che agendo sopra un elemento 
materiale di massa m gli comunicherebbe l'accelerazione ;', dietro i prin- 
cipi sopra stabiliti s'inferisce che le due forze F, F" agendo su due ele- 
menti della stessa massa devono trovarsi nel rapporto delle accelera- 
zioni, ossia 

F:F" =;:;', 

confrontando d'altro canto le F", F', poiché esse comunicano agli ele- 
menti m, m' la medesima accelerazione ;', devono stare nel rapporto 
delle masse, si ha cioè 

F" \F = m : m'; 

moltiplicando fra loro le due proporzioni, si deduce 

F:F' = mj: m!j\ 

cioè che le due forze trovansi nel rapporto dei prodotti delle masse degli 
elementi su i quali agiscono per le accelerazioni, che loro comimicano. 
Supponiamo scegliersi per unità di massa quella del punto materiale, 
che sotto l'azione di una forza eguale all'unità acquisti l'accelerazione che 
si prende per unità, dalla precedente proporzione, posto F'= i, m'= i, 
;'= I, deriva l'eguaglianza 

F = fnjy 

che si enuncia (col sottinteso anzi specificato): ogni for:^a va misurata 
dal prodotto della massa dtlV demento materiale sul quale agisu per Vacu- 
lerai^ione che gl'imprimé, 

93. Cangiamento del punto di applicazione di una forza agente 
SOPRA UN sistema RIGIDO. — È evidente che se due forze eguali applicate 
ad uno stesso punto abbiano direzioni opposte, devono annullarsi scambie- 

F. Caldariia. — MtttMmU; 17 
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volmente, giacché non vi è ragione che il punto ceda all'una anziché al- 
Taltra; é altresì evidente che lo stesso avvenga per due forze eguali ap- 
plicate a due punti qualunque di un sistema rigido, quando sieno dirette 
in senso opposto secondo la retta congiungente questi punti. Da dò ri- 
sulta che non si cangia lo stato di movimento o di riposo^ sìa di un 
punto materiale, sia di un sistema invariabile, applicandovi uno o più 
gruppi di forsse, a due a due eguali e dirette in senso opposto sulla me- 
desima retta, o che si sopprimano simili accoppiamenti di forze quando 
esistono. 

Qò posto, sia 5 (fig. 37) un solido invariabile sottoposto all'azione 

di una forza F applicata al punto Ay e prendiamo 
un punto B a piacimento sulla direzione della 
forza, il quale appartenga al solido 5; applichiamo 
in esso due forze F\ F" eguali ad F, ed agenti 
in senso contrario l'una dell'altra secondo la dire- 
zione ABy queste due forze evidentemente non 
turbano lo stato del solido anteriore alla loro 
applicazione; ma F ed F", che sono eguali ed 
agenti in senso contrario secondo la retta AB 
condotta pei loro punti di applicazione, dietro il 
principio sopra stabilito, sì annientano scambievolmente, si può quindi 
sopprìmerle; non resta in conseguenza che la forza F\ che si trova cosi 
sostituita alla F primitivamente considerata. Risulta dunque che una forza 
agendo sopra un sistema rigido può essere applicata in un altro punto 
del sistema, preso a piacimento sulla sua direzione, senzaché il suo effetto 
cessi di essere lo stesso. 




n. — Composizione, scomposizione e proiezione deUe forze 

applicate ad mi pmito materiale. 



94. Composizione. — Allorché più forze agiscono simultaneamente 
sopra un punto materiale, secondo direzioni qualunque, questo punto 
prenderà un certo movimento, e si comprende che lo stesso potrà es- 
sergli comunicato dall'azione di unica forza, di cui la grandezza e la di- 
rezione dipendono dalle vicendevoli relazioni di grandezza e direzione 
-delle forze date. Questa forza unica, capace di dare al punto materiale 
il movimento che prende sotto l'azione delle diverse forze che gli sono 
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applicate simultaneamente, si dice la risultante di queste forze, che a loro 
volta si chiamano le componenti; h composizione delie forze ha per og- 
getto la determinazione della risultante, allorché sono date le componend. 

n princìpio delllndipendenza degli effetti delle forze, che agiscoQp 
simultaneamente sopra un punto materiale, dettato dall'esperienza, cpch 
duce direttamente alla regola di composizione; infatti, conformemente a 
questo principio, per trovare l'effetto prodotto da una forza particolare 
applicata ad un punto materiale sollecitato da altre forze, si cerca l'ef-* 
fetto di detta forza ad esclusione di mtte le altre, ossia si determina il 
movimento che tale forza gii comunica come se le altre non esistessero; 
fatto ciò per ognuna delle forze applicate, si compongono i movimenti 
simultanei rispettivi che animano il punto, secondo le regole assegnate 
nei 5§ 14 e seg., onde conseguire il movimento risultante, e per lo stesso 
la velocità e l'accelerazione in dipendenza delle velocità, e delle accele^ 
razioni dei singoli movimenti componend; sappiamo altresì che le forze 
sono proporzionali alle accelerazioni dei movimenti, che uno stesso punto 
materiale prende sotto l'azione di ciascuna di esse, essendo le direzioni 
delle accelerazioni quelle stesse delle forze. 

Possiamo pertanto conchiudere che, se si rappresenta le forze eoa 
segmenti di lunghezze proporzionali alle loro intensità^ e presi sulle di- 
rezioni secondo le quali agiscono, la risultante si otterrà mediante U co* 
struzione di un poligono, similmente al designato per la composizione 
delle velocità (§ 1 6) e per quella delle accelerazioni dei movimenti simul- 
tanei, cioè a dire : 

Partendo dal punto di applicazione delle forze, sì costruisca un pò* 
ligono i cui lati successivi sieno equipollenti ai segmenti rappresentanti 
le forze date (il primo lato essendo perciò lo stesso segmento che rap- 
presenta la prima forza in considerazione), l'ultimo lato che chiude questo 
poligono determina in grandezza e direzione la risultante; il poligono 
sarà piano o storto, secondochè le direzioni delle forze componenti sieno 
in uno stesso piano. od in piani diversi. 

95. Dalle fatte premesse risultano immediatamente le seguenti con- 
seguenze : 

1° Se tutte le forze componenti sono dirette secondo una retta, ed 
agiscono nello stesso senso, la risultante sarà eguale alla loro somma 
(questa conseguenza discende immediatamente dal principio dell'indipen- 



1$2 PARTE n. — STUDIO DELLE FORZE. 

denza degli effetti delle forze, e che abbiamo assunto quale premessa per 
la dimostrazione della proposizione fondamentale del ^ 89). 

2^ Se il punto è sollecitato da due forze ineguali direttamente con- 
trarie, si può considerare la maggiore come composta da due forze, Tuna 
^uale alla più piccola data, che si distrugge con questa, l'altra eguale 
all'eccesso della più grande sulla più piccola, e che determina la risultante. 
E si conchiude che avendosi un numero qualunque di forze dirette sulla 
stessa retta, ed in vario senso, componendosi in unica quelle che agi- 
scono nel medesimo verso, si ridurrà il sistema a due sole forze dirette 
in senso opposto, conseguentemente la risultante sarà eguale alla di^ 
renza delle due somme, ed agente nel senso della maggiore somma; dò 
che si esprime più laconicamente dicendo essere la risultante eguale alla 
somma algebrica delle componenti, purché si considerino come positive 
le forze dirette in un verso prestabilito, e come negative le altre dirette 
in senso opposto, il segno della somma determina il senso in cui agisce 
la risultante. 

3° Allorché le forze componenti sono due F, , f^, le cui direzioni 
formano un angolo i <^ 180^, la risultante j? è la diagonale del paral- 
lelogrammo costrutto su i segmenti rappresentanti le due forze date; 
quindi dinotando con ^, , S^ gli angoli che queste forze formano con la 
risultante, essendo perciò S = S^ -|- S^ , si hanno le relazioni 

(i) i?:senX=F,:senS^ = F,:senX,, R' = F'^ + Fl+2F,F, cosi, 

e quando S := 90^ si semplificano nelle 

(2) R = F^:cos\ = F,:scn\, R' = F\ + Fl. 

4** Se le componenti sono tre F,, F^, F^, e non dirette in uno 
stesso piano, la risultante R è h diagonale del parallelepipedo costrutto 
su i tre segmenti che rappresentano le forze date, presi quali spigoli con- 
tigui dintorno al punto di applicazione; perciò, indicando con a^^, a^^, a^, 
i coseni degli angoli che le direzioni delle forze date formano a due a 
due prese nell'ordine dei loro indici, si ha la relazione 

(3) R' = XFt + 2XF,F,o^n, 

dando ad i nel primo sommatorio i valori i, 2, 3^ e nel secondo som- 
matorìo prendendo pel gruppo h k tutte le combinazioni binarie semplici 
dei numeri i, 2, 3; e se le componenti hanno direzioni rispettivamente 
ortogonali, nel quale caso il parallelepipedo è rettangolare, dinotandosi 
^i> ^2> ^3 ^ coseni degli angoli che la risultante R forma con le com- 
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ponenti F, , f,, F^, hanno luogo le relazioni 

(4) K' = XF% F, = R<^„ Z«? = i, 0=1. 2. j). 

96. Decomposizione delle forze. — La decomposizione delle forze 
ha per iscopo di sostituire ad una forza data altre secondo assegnate 
direzioni, delle quali la data forza sia la risultante; ora da quanto si è 
rilevato intorno alla composizione, ne deriva facilmente ciò che segue in 
quanto alla decomposizione : 

1° Una forza data R può sempre decomporsi in due altre F, , F, 
secondo due direzioni assegnate in uno stesso piano con i?, ed in tre 
F, , F^, Fj secondo direzioni date in piani diversi; giacché basta nel 
primo caso costruire sulle direzioni assegnate un parallelogrammo, che 
abbia per diagonale il segmento rappresentante la forza data Ry ed i lati 
contigui dello stesso determinano le forze richieste; nel secondo caso si 
costruirà sulle direzioni assegnate un parallelepipedo che abbia per dia- 
gonale il segmento rappresentante la forza data, i cui tre spigoli contigui 
dintorno al punto di applicazione determinano le forze richieste; e quando 
le direzioni assegnate sono ortogonali fra loro, le componenti possonsi 
calcolare con le rispettive formole (2), (4) sopra riferite, cioè per la 
decomposizione in due con le formole 

(5) ^i = * ^^^ ^i > F^ = -R sen S, , 
e per la decomposizione in tre con la formola 

(0 F, = Ra., (1 = 1,2,3). 

2^ Si può dimostrare facilmente, come nei ^S ^Sì ^^ P^^ movimenti, 
che la decomposizione di una data forza non possa aver luogo in ma- 
niera unica e determinata, che soltanto secondo due direzioni se queste 
sieno in uno stesso piano con la direzione della forza data, e secondo 
tre sole direzioni allorché le medesime sieno in piani differenti. 

97. Projezione delle forze. — Una forza essendo rappresentata 
da un segmento di retta, se si projetta questo segmento sopra un piano 
fisso, o sopra una retta determinata di posizione, la projezione può essere 
riguardata come rappresentante un'altra forza, che agisca nel menzionato 
piano, o secondo la data retta; in conseguenza di ciò, se si projetta sopra 
un piano fisso il poligono che dà la risultante di un sistema qualunque 
di forze applicate ad uno stesso punto materiale, si otterrà un altro po- 
ligpno sul detto piano, dal quale si dedurrà che la projezione della rìsul- 
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tante delle forze date è la risultante delle projezioni in quel piano delle 
forze componenti; analogamente, la stessa conchiusione ha luogo se la 
projezione del primo poligono menzionato si faccia sopra una data retta, 
asse, cioè che la projezione della risultante delle forze date è la risultante 
delle projezioni di queste stesse forze, ed essendo le projezioni tutte in 
linea retta, ne deriva che la projezione della risultante è eguale alla somma 
algebrica delle projezioni delle componenti. 

Ciò posto, si abbiano n forze componenti F, , F, , . . . , F. , le cui 
direzioni formino con un dato asse x^x[ (distinto dall'indice i) angoli, 
i coseni dei quali sieno dinotati a^^ (Àr = i, 2, . . . , «); designau f j 
l'una qualunque di esse, ed X^^^ la sua projezione sul detto asse; dinotata 
R la risultante delle n forze date, x, il coseno dell'angolo tra la stessa 
e il dato asse, R^ la sua projezione; dietro queste designazioni (soppri- 
mendo per brevità Tindice A) vengono l'eguaglianze 

esteso il sommatorio 2! * ^^^^ ^^ f*^^^^ ^^^^* 

Se si considerano tre assi, il primo distinto per l'indice i, e gli altri 
per gl'indici 2, 3, supposto che i medesimi sieno concorrenti in uno 
stesso punto 0, si avranno per ognuno un sistema d'eguaglianze simib* 
alle (a), cioè le stesse (a) pel primo asse, ed altri due distinti per gl'in- 
dici 2, 3, che si può riunire in imico sistema 

(7) i?, = i?x, = z^. = Zf«.> 

dandosi ad i successivamente i valori i, 2, 3, il segno ^ esteso a tutte 
le forze date; ove poi gli assi fossero tra loro ortogonali, fra i coseni 
a. da un canto, ed i x. d'altra parte, sussistono le relazioni 

(8) Z< = i> Z'^? = i> = 1,2,3); 
e nello stesso caso, dinotandosi 6,^ il coseno dell'angolo tra le direzioni 
di due forze F,, F^, ha luogo altresì la relazione 

(9) 8,^ = Z««««.- 

Nell'ipotesi sempre degli assi ortogonali, quadrando le corrispondenti 
espressioni dedotte dalle (7) con porre i = i, 2, 3, mdi sommate con 
riguardo alle (8), (9), si ricavano le seguenti ^[uaglianze, che servono 
egualmente alla determinazione della risultante 

(IO) R' = I.R^ = KLxJ, 

(II) fi'==^If: + 2ZF,F.o,., 



GAP. I.^ FORZE IN GEMERE, COMPOSIZIONE, SCOMPOSIZIONE, EQUIVALENZA. I35 

nella (io) estendendo il primo sommatorio ^ ai valori i = i, 2, 3, ed 
il secondo per uno stesso valore di i a Jb = i, 2, . . . , w, ossia a tutte 
le forze date; nella (11) poi il primo sommatorio si estenderà ai detti 
valori di ^y e nel secondo dando al gruppo I m degl'indici tutte le com- 
binazioni binarie semplici dei numeri i, 2, . . . , n. 

Per la determinazione degli angoli che la direzione della risultante 
R forma coi tre assi valgono le stesse (7) cioè, rimesso Tindice k, 

con porre i = i, 2, 3, e per ciascuno di essi valori esteso il / a 

98. Allorché tutte le forze componenti sono in uno stesso piano, 
nel quale sarà altresì la risultante, se si projetta questa e le forze date 
su due assi ortt^onali Ox^, Ox^ tracciati nello stesso piano, le superiori 
formole si adattano a questo caso limitando i ai soli valori i, 2; laonde, 
la (11) mantiene la stessa forma, però in concomitanza alla stessa aven- 
dosi per la (9) semplicemente 

O3) */« = */.««. + «/>««,> 

e per le (io), (12) si hanno 

99, Forze riferite ad un tetraedro fondamentale. — Riferendo 
il punto d'applicazione delle n forze date, e le loro direzioni ad un te- 
traedro r, definito in tutte le sue partì, perciò adoperando tutte le de- 
signazioni dei ^5 3> 4> ^3' ^^> ^^ projettino le forze date, od il poligono 
della loro composizione su ciascuno dei quattro raggi Ox^ (t = i, 2, 3, 4) 
dì una stella 0, rispettivamente perpendicolari alle facce B^ del tetraedro, 
per ogni raggio si hanno equazioni simili alle {a) del § 97? ^ tutte in- 
cluse nelle 

(15) R, = -Rx. = X^« = Z^*ai.> 

dando ad ì successivamente i valori i, 2, 3, 4, e per uno stesso valore 

di quest'indice esteso il sommatorio Z ^ i = 1 , 2, . . . , n ; ovvero di- 
notandosi con X|j i seni degli angoli che una forza F^ forma con le 
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facce B- del tetraedro, avendosi perciò \. = a^^ , se si dinotano pari- 
menti e. i seni degli angoli che la direzione di R forma con le dette 
facce, quindi essendo e^ = x^, per le stesse (15) si hanno 

(16) R, = Rt^ = XX,, = XF,K- 

A queste eguaglianze si associano le seguenti relazioni, rispetto a 
ciascuna delle forze date 

nelle quali B. dinotano le aree delle facce e T il volume del tetraedro, 
le E^ sono date per l'espressione (25) del § 28 e le sue conseguenti 
mercè le sostituzioni circolari successive nel gruppo (12 34) degl'indici, 

il segno 2! '^^Ue due prime relazioni si estende per ogni valore di i ad 
f = I, 2, 3, 4, e nella terza con dare al gruppo rs degl'indici tutte le 
combinazioni binarie semplici degli stessi numeri i, 2, 3, 4; parimenti, 
in rapporto alla risultante R si hanno 

(18) l5,e, = o, l£,e» = i, XZ)».5,5.£,e. + 9r = o. 

D'altro canto, dinotate $. le coordinate del punto P di applicazione 
delle forze, con Xj^- quelle dell'estremità del vettore rappresentante la 
forza fj, si ha 

(19) ^i — x^i = X,., 
e per la (24) del § 28 viene 

(20) ^k = Z ^i ^ki y 0* = I. a» 3. 4), 
si ha parimenti 

(21) R' = lE,R]; 

mentre dalle (30) di detto § 28 si ricavano le relazioni 

(22) XBìX,, = o, Z5,i?, = o, 

il segno ^ esteso ad i = i, 2, 3, 4. 

Particolarezzate le (16) ai predetti valori della i, e moltiplicate ri- 
spettivamente per f^, |/£], |/£^, VE^y indi quadrando e sommando, 
con riguardo alla seconda relazione (17), si ottiene l'espressione 

(23) R^ = IFJ + 2l(£,lF,F^>„0, 

nella quale il primo sommatorio deve estendersi a Jk = i, 2, . . . , n, 
ossia a tutte le forze date, ed in quello che segue il fattore 2, il primo 

segno ^ si riferisce ai valori di i = i, 2, 3, 4, e l'altro per uno stesso 
valore di detto indice, dando al gruppo / m tutte le combinazioni binarie 
semplici dei numeri i, 2, . . . , n. 
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Avendo determinato con questa forinola (23) il valore di iJ, si ot- 
tengono i seni degli angoli che la sua direzione forma con le facce B. 
del tetraedro, e perciò i coseni degli angoli che la stessa forma coi raggi 
0X| deUa stella sopraindicata, mediante le (16) doè 

(24) ». = X. = ^ 21 ^H = X 21 ^*^«' 

il sommatorio per ogni valore di i = i, 2, -3, 4 va esteso a mtte le n 
forze date. 

100. Forze RiFERrrE ad un triangolo fondamentale. — Allorché 
tutte le componenti trovansi in un medesimo piano, ed in esso perciò la 
risultante, riferendo le loro direzioni e la posizione del punto d'applica- 
zione ad un triangolo tracciato nell'istesso piano^ mantenendo per tale 
triangolo le designazioni dei ^S 3> 4> • • • 9 ^ì projetterà e le componenti 
e la risultante su i tre raggi di un fascio nello stesso piano, rispetti- 
vamente perpendicolari ai lati l. del triangolo fondamentale; quindi avranno 
luogo per le projezioni su quesd tre raggi delle n forze date Fj^ e 
della risultante R equazioni slmili alle (16) limitati i valori dell'indice ad 
1 = 1, 2, 3, intendendosi |>er \.^ t. ì seni degli angoli che le direzioni 
delle forze formano coi predetti lati l^ del triangolo, fra i quali seni in 
luogo delle (17)» (18) si hanno le relazioni 

(25) Xh\i = Xhh = Oy Xl'iKi = Z^«.- = i> 
essendo (a, dato dall'espressione (34) del § 28, e |x^, (x dall'espressioni 
cons^uenti da quella, mercè le sostituzioni circolari successive nel gruppo 
(123) degl'indici. 

Di seguito, per ciascuna forza data F| , e per la risultante R si hanno 
analoghe espressioni alle (20), (21), (22), (23), doè a dire: 

conservando le (24) nella medesima forma, e limitato sempre l'indice i 
ai valori i, 2, 3. 

loi. Osservazione. — Il sistema di projezione delle forze, riferite 
ad un tetraedro fondamentale, su i raggi dell'indicata stella (§ 99), 
ossia in direzioni normali alle quattro &cce del tetraedro, e la ricostitu- 
zione di dascuna forza mediante le sue projezioni secondo la formola 

P. Calmiisa. — i#Mc«mV«. i8 
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(20), potrebbe sembrare a prima vista non coerente al principio stabilito 
nel § 96 di non potersi decomporre una data forza, in maniera unica e 
determinata, che soltanto secondo tre direzioni assegnate in piani diversi; 
ma il dubbio tosto si dilegua, se si riflette che le quattro forze X,., pro- 
iezioni di una forza F secondo le direzicfni normali alle facce B^ del te- 
traedro, oltre ad essere legate alla stessa F per l'equazioni 

sono legate fra loro in guisa da dovere sodisfare identicamente all'e- 
quazione 

in conseguenza l'una di esse è dipendente dalle altre tre; perciò data la 
forza F, dati gli angoli che la sua direzione forma con le facce del te- 
traedro, quindi conosciuti i seni \ di tali angoli, le projezioni deUa me- 
desima nelle cennate direzioni vanno completamente determinate per l'e- 
quazioni 

X,= F\, 
e si ha reciprocamente 

la inversa non si avvera incondizionatamente, cioè a dire, affinchè quattro 
forze X. date con direzioni normali alle facce del tetraedro sieno equi- 
valenti ad unica forza, di cui esse ne sieno le projezioni, devono anà- 
tutto verificare l'equazione 

non possono quindi essere prese le quattro forze arbitrariamente, ed in- 
dipendenti fra loro. Analoga osservazione vale per le projezioni delle forze 
dirette in un piano sulle direzioni perpendicolari ai tre lati di un trian- 
golo di riferimento tracciato nell'istesso piano. 

in. — Composizione e decomposizione delle forze applicate 

ad un sistema invariabile. 

102. Forze le cui direzioni concorrono in un punto del so- 
lido. — Se più forze f , , f , , . . . , F^ sieno applicate a vari punti A^ , 
-^a > • • • > -^« di un solido invariabile 5, con tali direadoni, che prolun- 
gate al bisogno s'mcontrano in uno stesso punto M del solido, allora si 
potrà trasportare i punti di applicazione delle stesse nel punto Af , e si 
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avrà da considerare, invece delle forze date, altrettante equipollenti tutte 
applicate ad M, le quali composte nei modi precedentemente spiegati da- 
ranno una risultante R^ che a sua volta sì potrà applicarla ad un punto 
qualsiasi del solido fra quelli che trovansi sulla sua direzione. Suppo- 
niamo, p. es., che le forze date sieno due F, , i*\, rappresentate dalle 
rette A^B^, A^B^ (fig. 38), i cui prolungamenti s'incontrano nel punto 

M del solido 5, si considerino le stesse 
applicate in Af, rappresentate da Af C, , 
MC^^ e si formi il parallelogrammo 
M C, D (J^ , la diagonale MD rappresen- 
terà la risultante R sostituibile alle forze 
date; la medesima si potrà ritenerla an- 
che applicata ad un punto qualsiasi A 
preso sulla sua direzione, che appartenga 
al solido. 

L'indicato processo di composizione 
ci addita il modo di decomporre una data forza agente su di un punto 
del solido 5 nei casi possibili, cioè che si sostituiscano alla forza data 
due forze, applicate a due punti assegnati di 5, con direzioni tali però 
che s'incontrino in un punto del solido preso sul prolungamento della 
direzione della forza data, e stiano con questa in un medesimo piano, o 
che si sostituiscano tre forze, applicate a tre punti stabiliti del solido, con 
direzioni in piani differenti, tali però che i loro prolungamenti e la dire- 
zione[ della forza data concorrano in uno stesso punto appartenente al solido. 




103. Forze parallele. — Da prima supponiamo che sì abbiano due 

forze p^y F^ (fig. 39) parallele e di- 
rette nello stesso senso., applicate ai 
punti A^, A^ ài un solido S ; si consi- 
deri la retta A^ A^ prolungata nei due 
versi opposti, e poiché il sistema non 
va alterato supponendo che ai punti A^ , 
A^ e sulla direzione di A^ A^ sieno ap- 
plicate due forze eguaU P, , P, , agenti 
in verso opposto, le quali sieno rappre- 
sentate dalle rette A^ C, , A^C^y cosi 
d riduciamo alla considerazione di due 
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gruppi di forze, l^uno in A^ costituito dalle F, , P, , che va sostituito dalla 
loro risultante rappresentau dalla diagonale A^D^ del parallelogrammo 
A^B^Dfi^^ e Taltro gruppo in A^ costituito dalle forze F^, P,, alle 
quali va surrogata k risultante rappresentata dalla diagonale A^D^ del 
parallelogrammo A^B^D^C^. 

Le direzioni A^D^y -^a^a prolungate s'incontreranno in un punto, 
che per convenevole grandezza delle P, , P, si potrà fare ricadere nel so- 
lido 5, e possiamo riguardare in esso punto E applicate le due forze 
anzidette, quindi rappresentate da 

Decomponiamo le stesse secondo la retta H, H^ parallela alla A^A^,t 
k retta EN parallek alle direzioni di F^, F,, da tale decomposizione 
ne risultano le due forze rappresentate da EH^y Fif, eguali alle P, , P, 
e direttamente opposte, che si elidono, e rimangono le due FA',, EK^ 
dirette secondo EN, eguali rispettivamente alle F, , F^; alle forze date 
va dunque sostituita unica forza, o risultante 

i? = F. + F., 

con direzione parallek e nello stesso senso delle due forze date; essa può 
considerarsi applicata ad un punto qualsksi del solido preso suUa sua 
direzione FN, e se si prende il punto d'incontro M con ìsl A^A^y sup- 
posto appartenere al solido, resta a determinarne k sua posizione rispetto 
ai punti A^y A^. 

Dalk similitudine dei triangoli A^ME, Afi^D^ da un canto, e dei 
trkngoli A^MEy A^C^D^ dall'altro, si hanno le proporzioni 

MA, _ A,C, _ P^ MA^ _ A^ _ P^ 

ME - C,D, ~ F/ ME ~ C,D,~ F/ 

donde, con riguardo che P,=. P^y si ricava 

^^^ MA, F. ' 

cioè a dire il punto M divide internamente il segmento A, A, in due 
parti MA^y MA, inversamente proporzionali alle intensità delle forze 
date F,, F,; e dalk stessa proporzione (i) ne seguono 

(2) M^. = ^.^,Xp^^, M^. = ^.^,X;p-^. 

Dallo stesso procedimento risulta reciprocamente che, essendo data 
una forza R applicata ad un punto M di un solido o sistema invariabile, 
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si può decomporla in due forze F^y F^ parallele alla direzione della 
prima, agenti nello stesso senso di essa, ed applicate a due punti A^ , A^ 
del sistema presi in linea retta con M, punto di applicazione della Ry od 
un altro punto della sua direzione al quale si potrà sempre considerarla 
applicata, e le intensità di esse due forze sostituibili alla data vanno de- 
terminate per l'espressioni 

(3) ^'=^x^[' ^'=^x^;' 

essendo perciò 



F. + F. = ;?. 

Se poi, oltre della R, fosse data una delle componenti, F^ , per es., 
e il suo punto di applicazione A^ , in conseguenza sia noto il segmento 
MA^y si otterrà l'altra componente e il suo punto di applicazione per 
l'espressioni 

(4) F, = R-F,y MA^ = MA,Xj^y a^A, = MA^^j^. 

104. Supponiamo in secondo luogo che le due forze parallele F^j 
F^ (fig. 40) applicate ai punti A^^A^y agiscano in senso opposto, e sieno 



/ly- XP 




ineguali; sia F^ la maggiore, e si decomponga k 
stessa in due parallele dirette nello stesso senso, 
l'una delle quali f sia eguale ad f , ed appli- 
cata in A^y l'altra che dinotiamo per 

^ = F, — F' = F, — F, 

sarà applicata ad un punto M sul prolungamento 
di A^A^ dal lato di ^,, il quale va determinato 
per la proporzione 



AJi 
A A. 



F 
R 



donde risultano 



MA, 
MA. 



0) MA^ = A,A,y<p-zzW^ MA^ = A,A,y<p-±pr, 

ora le forze F' ed F^ si elidono, e non resta che la sola forza R appli- 
cata in M, eguale alla differenza F, — F,. Conseguentemente, due forze 
in^uali parallele e di senso opposto, che agiscono su di un solido o si- 
stema invariabile, hanno una risultante eguale alla loro differenza, diretta 
parallelamente a dascuna di esse, agente nel senso della maggiore, ed 
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applicata ad un punto Af della retta passante pei punti di applicatone 
A^y A^t posto dal lato della maggiore componente, e tale che divide 
esteriormente il semento A^A^ in due parti MA^, MA^ inversamente 
proporzionali alle intensità delle forze date F^, F^ (è sottinteso che M 
faccia parte del sistema invariabile). 

Abbiamo supposto le due forze date ineguali» ed allora esiste sempre 
una risultante; intanto è facile rilevare che questa risultante tanto più 
impicciolisce per quanto più il valore di F^ si avvicina ad F,, ed Af 
tanto più si allontana dai punti A^ ed A^; sicché al limite, do^ quanda 
F, = F, , la risultante R sarebbe nulla, ed il suo punto di appUcazione 
posto a distanza infinita; dò che significa ia altri termini che il sistema 
di due forze eguali, parallele e dirette in senso oppostoci applicate a due 
punti di un sistema invariabile, non può essere rimpiazzato da unica forza, 
ossia non ammette una risultante; la stessa conclusione sorge evidente 
anche per k simmetria del sistema delle forze date dall'un canto e dal- 
l'altro delle medesime, che esdude la possibilità che vi sia una risultante 
dall'una parte anziché dall'altra. Tale sistema di forze costituisce dò che 
sì chiama lu^i coppia, della quale ci occuperemo con ispedalità più innantL 

105. Se noi consideriamo le due forze F, , F^ come aventi lo stesso 
segno allorché sono dirette nel medesimo verso, ed aventi segno opposto 
quando agiscono in seoso opposto, se si ha riguardo altred ai segni dei 
segmenti MA^, MA^ ad due pisi, si potrà riunire le formole relative 
a questi due casi (sempreché esista una risultante 1?), scrivendole come 
segue 

Ciò posto, considerando un numero qualsiasi di forze parallele F^ , 
F, , Fj , . . . , F^ applicate a vari punti d; un sistema invariabile, avendo 
riguardo alle posizioni di questi punti, ed ai segni delle forze secondo il 
verso in cui agiscono, allorché esse ammettono una risultante J?, questa 
in intensità é eguale alh^ somma algebrica delle fprze date, e si potrà 
altred determinare il punto di applicazione; basta per l'oggetto comporre 
da prima due delle forze date, F, ed F^ per es., e si avrà per esse una 

risultante 

R. = F, + F,, 

I 

ed il punto d'applicazione M, della stessa; indi ^ comporrà questa fo^ 
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R^ con altra data, la F^ per es., e si otterrà la risultante 

«a = «. + F,=i^. + f. + i',. 

ed il relativo punto M^ di applicazione; cod continuando, si perverrà 
ad ottenere unica forza R sostituibile alle n forze date, la cui intensità è 

R = ZÌ^k (* = I, 2, . . . , «), 

ed a trovare il suo punto d'applicazione M. 

La determinazione di questo punto può farsi con formole generali, 
rapportando i punti d'applicazione delle forze a tre assi coordinati, ov- 
vero ad un tetraedro, se nello spazio, e a due assi ovvero ad un trian- 
golo, se trovansi tutte in un piano; siano infatti x. (i = i , 2, 3) i tre 

assi (fig. 41) ai quali si rìfe- 



. Ài 




riscono le posizioni dei punti 
Aj^ delle forze date, ed in par- 
ticolare gli ^,, -4j delle F, , 
F^y dei quali pund si dino- 
tino x,^, x^. le rispettive coor- 
dinate, e sia Af, il punto di 
^ coordinate $,^ d'applicazione 
della forza R^ sostituibile alle 
Fj, Fj, facilmente si rileva 
la sussistenza della propor- 
zione 



^'^- f. + f, ' 



F^:F, = M. A, : M. ^, = (5.^ — x.,) : (x,. — 5.,) , 
donde risulta l'espressione 

composta la 

con la F,, si avrà la risultante 

K.==R, + F,=:F, + F, + F,, 

e il punto d'applicazione M^ determinato dalle coordinate ^,j fomite dal- 
l'espressione 

^-•- JJ. + F, - F.^F^^F^ • 

Continuando allo stesso modo, si arriverà a determinare la risul- 



144 PARTE n. — STUDIO DELLE FORZE. 

tante R di tutte le n forze date, la cui intensità è 

(soppressi per semplicità gFindici *), e il suo punto d'applicazione M 
per le coordinate cons^uibili dall'espressione 

nella quale si porrà successivamente i = i, 2, 3, e per uno stesso va- 
lore di quest'indice si estenderà il sommatorio ^, come per la I?, a 
tutte le forze date. 

n sistema degli assi può essere ortogonale od obbliquo, e la (7) 
manterrà la medesima forma; inoltre, se tutte le forze trovansi in uno 
stesso piano, ed in esso piano siano tracciati due assi coordinati Ox^ , Ox^, 
ai quali si riferiscano i pund d'applicazione, l'espressione che fornisce le 
due coordinate del punto M sarà la stessa (7), limitandola ai valori di 
i = I, 2. 

106. La (7) si manterrà nella medesima forma altresì, quando i 
punti d'applicazione delle forze sieno riferite ad un tetraedro fondamen- 
tale, però allora si dovrà dare ad i successivamente i valori i, 2, 3, 4; 
infatti, se nella figura precedente s'intende che il piano jc, O x^ fosse 
quello della faccia B^ del menzionato tetraedro, le perpendicolari A^P^y 
A^ Pj , Af , Qj corrispondono alle relative coordinate tetraedriche desi- 
gnate x„, x,j, $,, e fra le stesse e le forze F,, F, si ha la proporzione 

F,:F, = M,^,:M,^, = ^,C,:C.^, = (x„ — $„):($„ — xj, 

donde viene la formola {a) per f = i ; analoghe espressioni han luogo 
per le coordinate insistenti rispettivamente sulle altre facce 5^, B , 5^ 
del tetraedro, cangiando il secondo indice i nei relativi numeri 2, 3, 4; 
laonde per le due forze F, , F^ le coordinate tetraedriche del punto M, 
di applicazione della risultante sono incluse nella formola (a) ponendo 
f =1 I, 2, 3, 4, la quale formola estesa, come per le coordinate carte- 
siane, a tutte le n forze date assumerà in coordinate tetraedriche la stessa 
forma (7), ponendosi per », come si è detto, i successivi valori 1,2,3, 4. 
Allorché, infine, tutte le forze sieno dirette in un medesimo piano, 
ed in esso piano sia tracciato un triangolo fondamentale, al quale si ri- 
feriscano i punti d'applicazione delle forze, le coordinate triangolari del 



GAP. I. — FORZE IN GENERE, COMPOSIZIONE, SCOMPOSIZIONE, EQUIVALENZA. I45 

punto M d'applicazione della risultante si otterranno dalla medesima (7), 
limitandola però ad i = i, 2^ 3. 

107. La forma di essa espressione, che si tratti di coordinate carte- 
siane, o tetraedriche, ovvero triangolari, si mantiene anche la stessa re- 
stando inalterati i punti d'applicazione delle forze date, comunque can- 
gino e la direzione comune, e le loro intensità, purché sia costante il 
rapporto delle medesime prese a coppie; conseguentemente, con tali can- 
giamenti rimane inalterata la posizione del punto d'applicazione della ri- 
sultante, e per questa proprietà tale punto si denomina il centro delU forxf 
paralkle, 

Mercè la stessa (7) si dimostra pure facilmente che se i punti di 
applicazione delle forze date sieno tutti sopra un piano, o sopra una 
retta, il centro si troverà sul piano, o sulla retta; infatti, l'equazione del 
piano essendo della forma 

se riferito a tre assi coordinati, in cui a, ^, y, i sono quantità date, e 
della forma 

(0 X^iXi = o (1=1,2,3,4), 

se riferito ad un tetraedro, e. essendo i coefEcientì dati, poiché tale equa- 
zione, nell'una o l'altra forma, dev'essere verificata dalle coordinate x^. del 
punto d'applicazione di ciascuna forza Fj, sommando tutte le singole 
equazioni particolari, moltiplicate pria rispettivamente per le f , , F, , ... , F^, 
si trova in relazione alla (fc), od alla (e), (soppressi sempre gl'indici alle 
F ed alle corrispondenti coordinate): 

«ZFx. + PIFx. + yZFx, + XXF =0, 

e dividendo per Z^» atteso la (7) ne derivano 

ciascuna manifestante che l'equazione data del piano è sodisfatta altresì 
daUe coordinate del centro delle forze parallele, conseguentemente che lo 
stesso trovasi sul piano. 

Se poi i punti d'applicazione delle forze date sono tutti sopra una 
retta m, questa si può considerare quale intersezione di due piani tc, tc', 
e stando i cennati punti suU'uno e l'altro, anche il centro deve trovarsi 
sopra ambedue codesti piani, perciò sarà sulla loro intersezione m. 
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rv. — Coppie, loro misura, composizione e scomposizione. 

io8. Come si cenno nel § 104 una coppia consiste nel sistema di 
due forze eguali parallele ed agenti in senso opposto, applicate a due 
punti di un solido o sistema invariabile, le quali forze non hanno risul- 
tante; perciò una coppia non potendo essere sostituita da unica forza, na- 
turalmente produrrà un effetto ben diverso di quello che ha luogo quando 
per date forze esiste la risultante; ora, senzachè si voglia qui disaminare 
il modo di agire di una coppia sul sistema al quale è applicata, rilevia- 
mo soltanto che se si rende fisso il punto di mezzo deUa congiungente 
i punti di applicazione delle due forze, ed il sistema sia libero di girare 
attorno questo punto, evidentemente la coppia determinerà una rotazione 
attorno l'asse perpendicolare al suo piano tirato per l'indicato punto; si 
comprende che tale rotazione avverrà o in un senso od in altro, secondo 
le direzioni delle forze, e si chiama senso della coppia il senso in cui ap- 
punto ha luogo la rotazione. 

Dicesi braccio della coppia il segmento rettilineo, che misura la di- 
stanza delle forze, e come si può sempre supporre queste trasportate 
lungo le loro direzioni, spesso si riguarda le forze di una coppia appli- 
cate alle estremità del braccio. Il prodotto dell'intensità di una delle forze, 
valutata in unità di forza, per la lunghezza del braccio, valutata in unità 
dì lunghezza, si chiama il momento della coppia; perciò se le forze sono 
rappresentate per rette, il momento della coppia è equivalente all'area 
del parallelogrammo costrutto sulle stesse. 

L'asse di una coppia è il segmento, di lunghezza equivalente al mo- 
mento, preso sulla retta tirata perpendicolarmente al suo piano pel punto 
di mezzo della congiungente i punti di applicazione delle forze, da quel 
lato del piano della coppia che un osservatore appoggiato allo stesso asse, 
avente i piedi nel piano, veda la coppia girare nel senso prestabilito 
{d'ordinario per conven^^ione nel senso da sinistra a destra); dando a questo 
segmento il segno convenevole, secondo la sua direzione, si ha un ele- 
mento geometrico bene appropriato a rappresentare tutte le circostanze 
inerenti alla coppia. 

Projettando una coppia sopra un piano, la proiezione è un'altra 
coppia, il cui momento è eguale al momento della coppia data moltipli- 
cato pel coseno dell'angolo tra i rispettivi piani, ossia è la projezione 
dell'asse della coppia data sulla direzione dell'asse della seconda. 
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109. Posti questi princìpi^ procediamo alla dimostrazione di alcuni 
teoremi, che sono di fondamento alla composizione e decomposizione 
delle coppie: 

I** Conservando il braccio ed il senso di rotazione, si pub trasportare 
una coppia in una posi^iione qualunque del suo piano, supposto questo ap- 
partenente al sistema rigido. 

Sia la coppia data di braccio AB q costituita delle forze F, , F, 
(fig. 42), nel suo piano a si tiri una retta a piacimento, e della stessa 

sia preso un segmento CD eguale ad AB, all'e- 
stremità del quale C, D si applichino due gruppi 
di forze, a due a due dirette in senso opposto 
perpendicolarmente a CD, ed eguali a quelle 
costituenti la coppia data, questa sopraggiunta 
di forze evidentemente non altera lo stato del 
sistema; si prolunghino le direzioni dei due gruppi 
di forze sino ad incontrarsi nei punti M, N 
con le rispettive direzioni delle forze componenti 
la coppia data, ed in questi punti, supposti di 
appartenere al sistema rigido, si trasportino secondo le direzioni le forze 
F, , F^ , F, , F^ , diguisachè alle medesime vadano sostituiti i due gruppi 
equivalenti, Funo in M formato dalle due forze eguali F', F^^, e l'altro 
in N formato parimenti dalle due forze eguaU /*", F^^ Intanto è facile 
dimostrare che gli angoU compresi tra le due forze di ciascun gruppo 
sono eguali, e bisecati dalla congiungente MN, e poiché a ciascun 
gruppo si può sostituire la risultante, essendo le due risultanti eguali e 
direttamente opposte secondo la retta M N prolungata, si elidono, vale a 
dire che le quattro forze F, , F^ , F^, F^ si distruggono a vicenda; quindi 
si può considerarle soppresse, non rimanendo altro che le forze F^ , F^ 
componenti una coppia eguale alla proposta, trasportata in altro luogo 
del suo piano. 

2^ Una coppia può trasportarsi a piacimento in piani paralleli al 
primitivo. 

Infatti, si consideri la coppia costituita delle forze F,, F, (fig. 43) 
e di braccio A B nel piano a, e sia ^ altro piano parallelo formante parte 
del sistema invariabile, si tiri in esso una retta C D equipollente ad A B, 
indi all'estremità C, D della stessa si applichino nel medesimo piano p, 
e perpendicolarmente z CD, due gruppi di forze, a due a due eguali a 
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quelle della coppia data ed in senso opposto, dò che non altera lo stato 
primitivo del sistema; intanto, congiunti a scambio ^ e D, £ e C, le 

congiungenti si tagliano in parti eguali nel 
punto 0, e le due forze F^, F^ parallele e 
dirette nello stesso senso, possono essere 
sostituite da unica forza ^5" = ^^+^^ ap- 
plicata in 0, parallela alle stesse e diretta 
nel medesimo senso; d'altro canto le F^ , F^ , 
che sono in analoghe condizioni alle prece- 
denti, possono essere sostituite da unica forza 
U'=Fj4"-F6 applicata in 0, parallela alle 
medesime e diretta nello stesso senso; or queste due forze ìi\ R" si 
elidono a vicenda, quindi si possono considerare come soppresse le quattro 
forze F, , F^ , F^ , F^ , non rimanendo che le F^ , F^ che costituiscono 
una coppia eguale alla primitiva, trasportata parallelamente a se stessa 
nel piano ^, e poiché in esso piano si può trasportarla ovimque, ne 
deriva come fu enunciato che una coppia può essere trasportata a piaci- 
mento in piani paralleli facenti parte del sistema invariabile. 

3^ Si pub far variare il braccio e VinUnsità ddle for:^e di una coppia, 
purché il momento della seconda coppia sia eguale a quello della prima. 
Infatti, essendo AB A braccio della coppia data costituita dalle forze 




F,, F^ (fig. 44), assumiamo il nuovo braccio ^C, ed applichiamo in 
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e nel piano della coppia, perpendicolarmente 
ad A C, due forze j2i 9 Q^ eguali ed opposte, 
la cm intensità sia determinata per l'egua- 
glianza 

(0 



l'aggiunta di questo gruppo di forze non al- 
tera lo stato del sistema; intanto se si riguar- 
da F, come composta dì due forze applicate in A dirette nello stesso 
senso, Tuna Q^ = Q^, e l'altra R^=z F^ — Q^ = F, — Q^, compo- 
nendo questa forza J{, e la (2a > <^he sono parallele e dirette nello stesso 
senso, si avrà per risultante F^ = U, -j" Qa = ^1 > ^ ^ punto di 

AX O 

applicazione X è determinato per la proporzione ^7- = p > ovvero 

AX Q 

-jY* = =-, donde viene, con riguardo alla (i). 
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infine AX = AB; dunque il punto X cade in By e conseguentemente 
Fj ed F^ sì elidono^ non rimanendo nel sistema che le forze Q, e Q^ com- 
ponenti la nuova coppia di braccio A C, sostituibile alla primitiva. 

Da ciò sorge la ragione, per cui una coppia può esser rappresentata 
dal suo asse, definito nel § precedente, giacché mentre la posizione del- 
l'asse designa il senso djUa coppia, la sua lunghezza dà la misura del- 
l'effetto, stantechè questa lunghezza non cangia comunque si faccia variare 
il braccio, purché le forze \'arino in ragione inversa del braccio. 

4** Due coppie con lo stesso braccio poste in piani diversi a, p, che si 
segano a distan;^a finita, possono essere sostituite da unica coppia avente lo 
stesso braccio, e le for^^e della quale sono le risultanti dei due gruppi com- 
ponenti le coppie date. 

Sieno infatti F^ , F^ (fig. 45) le forze della prima coppia nel piano 

a, ed Fj , F^ le forze dell'altra coppia 
nel piano P, si trasportmo nei rispettivi 
piani sino a coincidere i loro bracci in 
ABy porzione della retta m d'interse- 
zione dei due piani; ora, le forze F^, 
F^ applicate in A hanno una risul- 
tante 1?, , e le F^, F^ applicate in B 
hanno k loro risultante R^ , rilevandosi 
facilmente che esse due risultanti R^ , R^ sono eguali, parallele ^ dirette 
in verso opposto, quindi che compongono una coppia sostituibile aUe 
coppie date, coUo stesso braccio AB, ed agente in un piano y, il quale 
fa parte del fascio di asse m, e determinato dalle direzioni delle stesse 

Da questo procedimento si desume, reciprocamente, il modo di de- 
comporre una coppia in altre due, che agiscano in piani assegnati a, ^ 
formanti con quello y della coppia data un fascio, che ha per asse la 
retta m, di cui fa parte il braccio comune alle tre coppie. 



/i^^'^S 




no. Mediante i precedenti teoremi riesce facile la composizione, e 
decomposizione nei casi possibili, di più coppie agenti in un sistema in- 
variabile; perciocché, é da osservare in primo luogo che avendosi più 
coppie in uno stesso piano a, od in piani paralleli a questo, le medesune 
possono ridursi ad avere i bracci sulla medesima retta con un'estremità 
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comune A (fig. 46) ed agenti nello stesso piano a; indi ciascuna di 
^ esse si può commutare in altra equivalente 

liy:Jip I F ^ assegnato braccio AE^ per es., e cod à 

avranno altrettante coppie aventi il medesimo 

, braccio, alle quali è sostituibile unica coppia 

^ dello stesso braccio -rfJE", e le forze che la 

costituiscono essendo le somme algebriche 

' "" delle forze componenti le singole coppie tra- 

^^ sformate. 

Qutsì'umca coppia, sostituibile a tutte le coppie è tale^ che il suo mo- 
mento eguaglia la somma algebrica dei motnenti delle coppie date. 

Supponiamo per ragionare in modo concreto, essere tre le coppie 
date, C, , C^ > C , i cui bracci, quando sono trasportate come sopra si è 
detto, Steno AByACyAD,tlc forze componenti la prima essendo F^, F^, 
quelle della seconda F^, F^, e dell'ultima le f^, F^; se si adotta A E 
per braccio comune, dinotiamo j2i 9 Q^y Q^ ^^ intensità delle forze com- 
ponenti le nuove coppie, le quali onde equivalgano alle date, bisogna che 
sodisfino all'eguaglianze 

(2) ZBXF=^xa, ACXF=AEXQ,, ÀDXF=ÀÉXQ,\ 

sommate le stesse, si ottiene 



^£(Q. + a + C,) = ^5 X f . + ^C X F, + ^^ X F,, 

ma se I? dinota l'intensità delle forze componenti l'unica coppia di brac- 
cio AEy si ha 

dunque risulta per k precedente eguaglianza 



(3) AEXR = ABXF, + ACXF^ + ADXF^, 

che appunto dimostra essere il momento della coppia risultante ^uale alla 
somma algebrica dei momenti delle coppie componenti. 

Questo procedimento designa altresì il modo di decomporre una 
coppia data C, di braccio ^£ e di forze componenti R^ in altre agenti 
nello stesso piano, od in piani paralleli; supponiamo in tre, C, , C^ , C^ , 
per es., essendone dati i bracci AB, AC, AD, e due delle tre forze (2, f 
Qi9 Q^y ^^^^ quali sia J{ la somma algebrica, giacché mediante le (2) 
si determineranno le F,, F^, F^, ossia le forze componenti le singole 
coppie C^, C^, Cj, i cui momenti sodisferanno alla (3). 
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Se le coppie date agiscono in piani dì un medesimo fascio^ ovvero 
in piani che si segano secondo rette parallele, si potrà comporle a due 
a due successivamente, come fu indicato nel § prec, fino a ridurle ad 
unica coppia operante in un determinato piano dello stesso fascio, ovvero 
passante per una retta parallela alle intersezioni dei piani delle coppie date. 

Si riconosce pure, come fu sopra menzionato, che ad una coppia si 
possono sostimire due altre agenti in piani dati di un fascio, il cui asse 
sia contenuto nel piano della coppia data, e di non potersi decomporre, 
in modo unico e determinato, in tre o più coppie, secondo piani asse- 
gnati di un medesimo fascio, il cui asse sia nel piano della coppia pri- 
mitiva. 

Infine se le coppie agiscono in piani che si segano a vicenda se- 
condo rette non parallele, il procedimento di composizione è sempre ana- 
logo all'anzindicato; si procederà cioè successivamente alla composizione 
Scendo diminuire a volta a volta di una unità il numero dei piani, fino 
a ridursi alla considerazione di coppie simate in due soU piani, e la cui 
risultante sarà la coppia richiesta; cosi, per fissare le idee, se i piani men- 
zionati sieno quattro a, {i, y, $, componendosi da prima le coppie in a 
e P, si otterrà la coppia risultante che agisce in un certo piano e, e la 
composizione di questa risultante parziale con la coppia del piano y darà 
una seconda risultante in determinato piano f , sostituibile alle coppie dei 
tre piani a, p, y; indi non resterà altro, che comporre la seconda risul- 
tante parziale con la coppia del plano S, onde conseguirne la risultante 
ultima, ossia la coppia sostituibile a mtte le date. 

Si rileva ben pure potersi decomporre una coppia C in tre agenti 
in piani assegnati a, p, y> <^he s'incontrano scambievolmente in un 
punto a distanza finita; infatti, potendosi trasportare la coppia data C in 
piani paralleli, si consideri come applicata ad un piano e passante per 0, 
e sia / la retta d'intersezione dì questo piano e col piano dato a, sia 
pure m l'incontro degli altri due piani P, y, queste due rette /, m incon- 
trandosi in determinano un piano 9 passante anche per 0; ciò posto 
si potrà decomporre la C in due coppie agenti nei piani a e 9, i quali 
si s^;ano con t secondo la retta /, indi k coppia del piano 9 può a sua 
volta decomporsi in due agenti nei piani ^ e y, che con 9 si segano 
secondo la retta tn. Risulta eziandio che tale decomposizione non possa 
farsi in modo unico e determinato secondo quattro, o maggior numero 
di piani dati, ancora quando essi concorrano in im medesimo punto. 
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III. La composizione e decomposizione delle coppie agenn in piani 
qualunque di un sistema invariabile, si esegue facilmente e con tutta gè- 
nerdità, adoperando la loro rappresentazione mediante ^ assi; giacdiè, 
appunto come data una coppia, doè il piano ed il senso in cui essa 
agisce, la lunghezza del braccio e l'intensità delle forze che la compon- 
gono, resta completamente determinato il suo asse, cosi reciprocamente 
allorché è conosciuto Tasse resta completamente determinata la coppia in 
mtti i suoi elementi; ed attesoché l'effetto di una coppia rimane lo stesso 
comunque si sposti nd suo piano od in piani paralleli, rileviamo altreà 
che l'asse può essere trasportato ovunque parallelamente a se stesso. 

Ciò posto, avendosi da comporre più coppie poste in piani diversi, 
à determinerà per ciascuna il proprio asse, indi per im punto del sistema 
rìgido preso ad arbitrio si dreranno altrettante rette, una ad una equi- 
poUenn agli asa delle coppie date, e componendo di poi mtd quesd se- 
menti col procedimento ripemtamente designato, cioè similmente che per 
la composizione delle forze applicate ad uno stesso punto, si determinerà 
l'asse risultante, ossia l'asse della coppia sosdtuibìle a mtte le coppie date, 
e conseguentemente si determina la stessa coppia risultante. 

Si riconosce altresì per tale procedimento come si possa decomporre 
una data coppia in altre due o tre, che a^scano in piani perpendicolari 
a certe direzioni concorrenti assegnate, le quali devono essere in uno 
stesso piano con l'asse della coppb data, se questa dovrà decomporsi in 
due, e devono trovarsi in differenti piani, quando la decomposizione si 
faccia in tre. 

Per lo stesso ometto, allorché si avrà da calcolare i momenti delle 
coppie e gli angoli delle direzioni degli assi relativamente ad assi coor- 
dinati, o relativamente ad un tetraedro, o ad un triangolo fondamentale, 
alla composizione e decomposizione delle coppie possono servire le for- 
mole medesime, che sono state stabilite in riguardo alla composizione e 
decomposizione delle forze applicate ad uno stesso punto, surrogandosi 
alle intensità delle forze, ed agli angoli delle loro direzioni, gli assi cor- 
rispondenti delle coppie ed i relativi angoli cogli assi coordinati, o colle 
facce del tetraedro dì riferimento, ovvero coi lati del triangolo fonda- 
mentale (§ 94, . . . , loo). 

Cosi, se si abbiano tre coppie C, , C^, C^ agend in piani perpen- 
dicolari tra loro, che si s^ano perciò scambievolmente secondo tre assi 
ortogonali, paralleli agli assi coordinati Ox^ (i=^ij a, 3), ed i momenti 



GAP. L — FORZE IN GEMERE, COMPOSIZIONE, SCOMPOSIZIONE, EdUIVALENZA. I53 

delle stesse^ valutati secondo i rispettivi assi^ sieno designati G^, G^, G^ 
coi medesimi indici degli assi coordinati ai quali sono paralleli, e com- 
ponendole, sia G il momento della coppia risultante C secondo il suo 
asse, i cui angoli cogli assi delle coppie componenti, e perciò con gli assi 
coordinati, abbiano i coseni dinotati x^ , con tali premesse le (4) del § 95 
si commutano nelle seguenti 

(4) G^ = Z^?> ^i = ^^1 Z*? = I > (» = I. ^» 3)- 
Parimenti, avendosi da comporre quattro coppie C. (i= i, 2, 3, 4) 

agenti in piani paralleli rispettivamente aUe facce B. di un tetraedro, che 
si prende per riferimento di esse coppie, e degli assi corrispondenti ai 
loro momenti G^, supposto che questi sodisfano all'equazione 

dinotata C la coppia risultante, G il suo momento secondo Tasse, la cui 
direzione forma con le facce £. del tetraedro angoli, i seni dei quali 
sieno designati x., in forza dell'espressioni del § 99 si hanno 

(5) G* = Z^iG£> G^ = G}f.., Z^i^ = o> Z^i*J = i* 

i sommatori ^ estesi ad i = i, 2, 3, 4. 

In generale, siano date n coppie C^ (ik = i, 2, • . . , ti) operanti 
in piani comunque disposti relativamente al tetraedro fondamentale, delle 
quali quindi sieno dati i momenti Gj^ corrispondenti agU assi Jy , le cui 
direzioni formino con le facce B. angoli aventi per seni X^.; sia C la 
coppia risultante di momento G corrispondente all'asse A formante con 
le B^ angoli, i cui seni dinotiamo x. ; si prenda un punto fìsso come 
centro di quattro raggi Ox. rispettivamente perpendicolari alle B,., ed a 
partire da questo punto si formi il poligono di composizione avente n 
lati successivi equipollenti agli assi ^|^, ed il lato che lo chiude essendo 
perciò equipollente ad ^; si projetti codesto poligono sopra gl'indicati 
raggi Ox. mediante piani rispettivamente paralleli alle B., e si dino* 
tino Gj^i le projezioni degli Aj^^ G. quelle di Ay le quali possono anche 
denominarsi projezioni dei momenti delle dette coppie; dietro tali premesse 
e designazioni, a coerenza delle (16), (22), (23) del 5 99 devono sus- 
sistere le relazioni 

(6) G. = Gx. = XG,. = Z^k^ji, 

(7) Z5iG, = o, ZS,G,, = ZBìG,\, = o, 

(8) G^ = Zg:+ 2l(£,lG,G^X,.U/ 
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per le quali, in quanto all'estensioni dei sonunatorì ^ valgono le mede- 
sime osservazioni fatte nel citato § per le relazioni indicate (i6), (22), 
(23)9 e che valgono alla determinazione del momento G della coppia ri- 
sultante Cy nonché agli angoli che la direzione del suo asse forma con 
le Éicce B. del tetraedro di riferimento. 

V. — Ridtizione di un sistema di forze comunque dirette 
agenti su differenti punti di un solido. 

112. Qualunque sistema di for^f applicate ad un solido pub ridursi 
ad unica jor%a agente in un punto scelto a piacere nel solido, e ad una 
coppia. 

Per dimostrare questa proposizione premettiamo il seguente lemma : 

Sia F una forza applicata al punto A (fig. 47), se in altro punto 

si suppone applicate due forze F', F" eguali ed opposte, in direzione 

parallela ad F, e d'intensità eguali a questa, Tintroduzione delle medesime, 

che non turba il sistema, permette di riguardare 
Ii^.'Jtf ^ la forza F sostituita da altra forza F' equipol- 

.^1^ \ lente applicata in 0, e dalla coppia composta 

dalle forze F, F" il cui braccio è OP, quindi 
una forT^a qualunque applicata ad un punto del 
solido si pub supporre trasportata parallelamente in 
altro punto, purché vi sia concomitante una coppia, che agisce sul solido, 
costituita dalla for^a primitiva e dalValtra eguale ed opposta alla jor^a tra- 
sportata; il piano di essa coppia è perciò quello delle direzioni della forza 
nelle due posizioni, ed il braccio eguale alla distanza del nuovo pimto di 
applicazione dalla direzione della forza primitiva. Risulta, reciprocamente, 
che ad una forza e ad una coppia operanti in un medesimo piano si può 
sostituire unica forza equipollente alla data, ossia la stessa forza traspor- 
tata parallelamente in un punto, la cui posizione dipende dalla coppia, 
dovendosi questa anteriormente ridurre a forze eguali alla data, e l'una 
di esse direttamente opposta a questa. 

Ciò premesso, se il solido è sollecitato da più forze F, , F^ , . . . , F, , 
applicate ai punti P^ , P^ , . . . , P„ , si potrà trasportarle tutte parallela- 
mente alle rispettive direzioni per applicarle ad un punto del solido 
scelto ad arbitrio, purché s'introducano le rispettive coppie C^^C^^ ...^C^ 
come sopra definite; le forze in ammettono una risultante R^ e le cop- 
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pie C, , C^ , . . . , C„ potranno anche ridursi ad nna sola C ; tutto il si- 
stema sarà cosi ridotto, come fu enunciato, ad una sola forza Ry agente 
in un punto del solido scelto a piacimento e ad una coppia C posta 
in un piano, la cui posizione dipenderà da quella del punto 0, e che in 
generale avrà una certa inclinazione con la direzione di R differente del- 
l'angolo retto; la R, che chiamasi foraci principale^ sarà sempre la stessa, 
qualunque fosse il punto 0, perchè risulta dalla composizione di forze 
equipollenti alle forze date. 



113. Asse centrale. — Si è fatta menzione che con la scelta del 
punto O, al quale è applicata la forza principale i?, varia la posizione 
del piano della coppia C, e varia altresì il suo momento, giacché can- 
giando la posizione di relativamente ai punti di applicazione delle forze 
date, cangiano con esso e i piani delle coppie C^ , C^ , . . . , C^ , ed i 
loro bracci, quindi cangiano e il piano e il momento della coppia risul- 
tante. Fra le diverse riduzioni di forze applicate a vari punti di un solido 
in unica forza ed una coppia, ve ne è una distinta per la proprietà di 
essere Tasse delia coppia risultante parallelo alla forza principale, e che 
questa coppia ha il minimo momento; la retta lungo la quale si possa 
trasportare la forza principale R^ senzachè cangi la direzione parallela 
dell'asse della coppia, e che questa sia sempre di minimo momento, si 
denomina Vasst centrale delle coppie, ovvero Vasse centrale delle for^e date. 
Per dimostrarne l'esistenza, consideriamo l'asse della coppia C, tirato 
per lo stesso punto di applicazione della forza i?, rappresentato per 
la retta 01 (fig. 48) inclinata di un certo angolo con R\ decomponia- 
molo in due, OH diretto secondo la stessa 
forza i?, e l'altro OK perpendicolare, me- 
diante il rettangolo OHIKy di cui 0/ 
è la diagonale, la coppia C sarà perciò 
decomposta in due C, C" aventi per assi 
OHyOK;\2L C" trovandosi in uno stesso 
piano con R si potrà comporre con essa 
in guisa che equivalgano alla stessa R tra- 
sportata parallelamente in un certo punto 
0', e sarà così ridotto il sistema primitivo alla forza principale R appli- 
cata in 0', ed alla coppia C, il cui asse è parallelo alla direzione della R. 
Se si trasporta questa forza lungo la sua attuale posizione, tale spo- 
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stamento non darà luogo a nuova coppia, quindi si rileva esservi una 
retta parallela alla direzione della forza principale, di cui tutti i punti O' 
godono la proprietà, che trasportandovi le forze date parallelamente a ^ 
stesse, si avranno sempre la stessa forza principale diretta secondo quella 
retta, e la medesima coppia risultante il cui asse si troverà anche paral- 
lelo alla menzionata retta. Questa coppia sarà altresì di minimo momento, 
giacché trasportando tutte le forze del sistema in altri punti O", O"', ... 
fuori della retta anzidetta, si avranno le corrispondenti forze prindpali, 
che sono la stessa R trasportata nei menzionati nuovi punti, ma tale tra- 
sporto darà luogo per ogni posizione ad un'altra coppia da comporsi con 
la C, sicché ne risulterà una coppia di maggiore momento; dunque il 
solo trasporto lungo la retta sopraindicata dà la coppia di minimo mo- 
mento, ed a questa retta, come si è detto, si dà il nome di asse centrale 
delle coppie, o meglio di asse centrale delle for^e applicate al solido. 



1 14. FORMOLE GENERALI PER LA RmUZIONE DELLE ANZIDETTE FORZE. — 

Riferiamo le direzioni delle forze, e le posizioni dei punti di applicazione 
a tre assi coordinati ortogonali Ox^ (i= i, 2, 3), che sieno invariabil- 
mente connessi al solido, e sia F l'una di esse, applicata al punto P, la 
cui direzione formi coi tre assi angoli, dei quali dinotiamo a^ i coseni, e 
designiamo altresì X- le sue componenti secondo gli stessi assi, talché si 
abbiano 
W ^i = P^i (t=i, 2, 5). 

infine dinotiamo x. le coordinate del punto P; dò premesso, si consideri 
alla F sostituite le sue componenti X,, X^, X^ (fig. 49), e che queste 

sieno applicate ai pund 
A^y A^, A^y piedi delle 
perpendicolari tirate da 
P ai piani coordinati, 
ed in esse posizioni sia- 
no designate X|. Sup- 
poniamo in O applicati 
tre gruppi di forze ri- 
spettivamente eguali alle 
X;, il primo secondo 
Tasse x^ , composto 
dalle due forze eguali ed opposte X,, XJ', il secondo in direzione dd- 
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Tasse Ox^y costituito dalle forze eguali ed opposte X^, X^', ed il terzo 
in direzione di Ox^ composto dalle due forze eguali ed opposte X^, X^'; 
le forze X| ed X", parallele, eguali e dirette in verso opposto, costitui- 
scono una coppia, il cui momento va espresso da X^. OA^y ed alla quale 
si può sostituire due coppie, rispettivamente perpendicolari agli assi coor- 
dinati Oxj, Ox^, che designeremo, parimenti ai loro momenti, f^^, E^^ 
(il primo indice riferendosi all'asse cui la coppia è perpendicolare, ed il 
secondo alla componente della F che la riguarda), i momenti di queste 
nuove coppie si ottengono moltiplicando l'anzidetto XyOA^ pei coseni 
degli angoli OA^B^^ OA^B^, ossia pei rapporti OB^iOA^, OB^iOA^y 
sicché con riguardo al senso della rispettiva rotazione vengono l'espressioni 

(V) E^^ = X^x^, £,3 = — XjX,; 

le due forze X|, X[\ da loro canto costituiscono una coppia, alla quale 
sono sostituibili altre due rispettivamente perpendicolari agli assi Ox^ , Ox^ , 
e le X^, X" a loro volta formano una coppia, alla quale siano da so- 
stituirsi due altre perpendicolari rispettivamente agli assi O x ^ , O x, , l'e- 
spressioni dei momenti di codeste quattro coppie si ottengono dalle (li) 
mercè le sostituzioni circolari successive nel gruppo (123) degl'indici, 
si hanno cioè 

Le sei coppie (b), (e), essendo a due a due perpendicolari ai tre 
assi coordinati, equivalgono a tre coppie, che designiamo semplicemente C. , 
in corrispondenza alla dinotazione degli assi, cui esse sono perpendico- 
lari, ed i loro momenti sono perciò forniti dall'espressioni 

(i) C, = X,x,— X^Xj, C,=:X,Xj — X3X,, C, = X,x, — X,x,, 

due di esse deducibili dall'altra mediante le sudette sostituzioni. 

Adunque in luogo della F si hanno tre forze applicate in 0, rispet- 
tivamente equipollenti alle X., che composte ricostituiscono la stessa F, 
trasportata parallelamente in 0, e le sudette tre coppie C^ operanti in 
piani perpendicolari agli assi coordinati, perciò aventi gU assi diretti se- 
condo gli stessi Ox,., ed i cui momenti sono espressi per le (d). 

Fatta tale sostituzione ad ognuna delle forze F^, F^, . . . , F^ ap- 
plicate ai punti F, , P^ , . . . , F^ del soUdo, si avranno in equivalenza 
alle stesse: i^ Tre gruppi di forze in dirette secondo gli assi coor- 
dinati, ciascima della forma (a), soppressi per semplicità gl'indici alle F 
ed alle loro componenti, le quali costituiscono tre forze j^^, ognuna es- 
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sendo la somma delle rispettive a ciascun asse, ossieno 

(l) *i=Z^.= Z^«. (t=i.2, 3). 

2^ Tre teme di coppie operanti in piani paralleli ai piani coordinati, 
aventi perciò gli assi diretti secondo gli stessi assi coordinati, e che equi- 
valgono a tre coppie, di ognuna essendo il momento G,* eguale alla 
somma algebrica dei momenti delle coppie relative allo stesso asse Ox^, 
quindi espressi per le formole 

(2) { G, = Z(^.^, - ^3^.) = Zf (^«. - ^.«,), 

G, = ZC^a^, — ^tX,) = Z^(*,«a — ^a«.)» 

esteso il sommatorìo Z ^ ^^^^ ^^ ^ forze date, sussistendo altresì per 
le (2) l'osservazione intorno alle (d), cioè che due di esse sono conse- 
guibili dall'altra mediante le sostituzioni circolari successive nel gruppo 
degl'indici (123). 

Le forze R. , dirette secondo gli assi coordinati, composte forniscono 
la forza principale 1?, avendosi cioè 

\ =(if«.y+(if«j+(if«,y. 

la cui direzione forma coi predetti assi coordinati angoli, i coseni dei quali 
li dinotiamo x^, determinati per l'equazione 

(4) ^ = ^l,^i = xZ^«.» 

ponendosi successivamente i = i, 2, 3, e per ogni valore di quest'indice 

estendendo il sommatorio Z ^ ^^^ ^^ fovzj^ date. 

Le tre coppie di momenti G,. , i cui assi sono diretti secondo gli assi 
coordinati, composte costituiscono l'unica coppia, il cui momento G è 
legato ai momenti (2) per la relazione 

(5) G' = I.GU 

e dinotati i. ì coseni degli angoli, che la direzione del suo asse forma 
con gli stessi assi coordinati, si determinano per l'equazione 

(6) i.= G^:G (i=i, 2,}> 
115. Determikazioke dell'asse centrale. — Spostando l'origine 
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delle coordinate in un punto O'y le cui coordinate relativamente ai primi 
assi Ox. le dinotiamo ^^» mantenendo le precedenti designazioni, avremo 
pei momenti deUe tre coppie G,. rispetto ai nuovi assi, con riguardo 
alle (i), (2), Tespressioni : 

g; = Z[(*. - O^, - (*, - 5,)x.] = G. - i?,5. + 2?j,. 

(0 i G; = ![(', - 5,)X. - (X. - 5,)XJ = G, - if.$, + R,l^, 
G; = Z[(*. - l.)X, - (X, - y X,] = G, - 2?.5. + 1?.5., 
(/) G-=lG?; 

ricavandosi dalle prime tre, moltiplicate rispettivamente per U^ , U, , -R^ , 
e sommate, la relazione 

(g) ZRìG'ì = ZRìG,, 

mediante la quale e la (3), moltiplicando la (/) per R^ si ottiene 

i R' G" = (R, g; - i?, Gj + (R, g; - I?. G^» 
^ j + (^, g; - R, G\y + (1 i2, G,)\ 

In questa espressione l'ultimo quadrato è indipendente dalla posi- 
zione di 0', e se questo punto appartiene all'asse centrale, dovendo G' 
essere un minimo, evidentemente i tre primi quadrati dello stesso se- 
condo membro devono essere nulli, dovranno sussistere perciò le tre 
equazioni 

(0 U.G; - R^G', = o, R,G',-R,G: = o, R^G: - R,G\ = o, 

che possono presentarsi anche in forma di rappord 

(*) G;:if, = G;:iJ,= G;:2?,, 

essendo distinte due soltanto, e l'altra ne è conseguente; da questi stessi 
rapporti (Q, stante la relazione {g) e con riguardo alla (3), si ricavano 

G\:R, = Y.RìG,iR' = K, 

K essendo indipendente dalla posizione di 0\ rimane costante per qual- 
siad posizione di esso punto, però appartenendo sempre all'asse centrale, 
e dì seguito si hanno 
(7) G\ = KR, « = i.a. ,> 

Stante quest'ultime espresàoni e le (e), si ottengono per le coordi- 
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nate dei vari punti 0', ossia per la determinazione dell'asse centrale, le 
equazioni 

( ^i^2 — ^i^j = ^i — ^^l> 

(8) ! RX-RX = G,-KR,, 






due delle quali sono distinte, e l'altra ne è conseguente posta in esse 
5, = o, si ricava per le coordinate del punto d'intersezione dello stesso 
asse centrale col piano x, Ox^, l'espressioni 

(9) 1, = -(G,-KR:):R^, i, = (iG^-KR,):R,, 

e le medesime (8) forniscono la seguente equazione del piano passante 
per O perpendicolare all'asse centrale, cioè pel piano della coppia di mi- 
nimo momento condotto per O, 

(io) X ^i^i = (* = ^ ^' 3)- 

II 6. Allorché le forze date sono dirette in uno stesso piano, in 
cui perciò trovansi i loro punti d'applicazione, ritenuto codesto piano 
come un sistema invariabile, e tracciati in esso due assi coordinati orto- 
gonali OXj, Ox^y ai quali si rapportino le direzioni delle forze ed i loro 
punti di applicazione, per adattare a questo caso le precedenti formole, 
basta considerare nulli tutti gli elementi distinti dall'indice 3, eccetto G^; 
con ciò s'inferisce che alle forze date possono surrogarsi due sole forze 
applicate in 0, dirette secondo gli assi coordinati, espresse per la (i) 
posto i = I9 2, ed una coppia, l'asse della quale è perpendicolare al 
menzionato piano, ed il momento espresso per la terza (2); componendo 
le predette due forze, si ottiene la forza principale R con la relazione 

(II) i?» = uj + i?: = izxy + (Zx,)s 

e per la sua direzione basta determinare solo x, , ossia 

(12) x. = Z^.:J2 = Zf«.:^. 

giacché gli angoli, che la direzione di ciascuna forza forma coi due assi 
coordinati sono complementari. 

Intanto, nel caso in esame trovandosi la coppia di momento G^ e la 
forza principale R in uno stesso piano, se si trasporta questa parallela- 
mente in una posizione convenevole, supposto che a tale posizione si 
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estenda il sistema invariabile costituente il piano, essa R cosi trasportata 
sarà equivalente all'insieme di tutte le forze date. 

117. Lb forze ed I PUNTI DI APPLICAZIONI ESSENDO RIFERITI AD UN 

TETRAEDRO FONDAMENTALE. — Riteniamo le designazioni dei §§ 4, 28, 
ed altri susseguenti, e supponiamo che il tetraedro faccia parte del solido, 
al quale le forze trovansi applicate; consideriamone una di esse F appli- 
cata al punto P di coordinate x^ (i= i, 2, 3, 4), dinotiamo X. le proje- 
zioni della stessa su i quattro raggi di una stella perpendicolari alle 
facce B. del tetraedro, prese queste per piani direttori delle projezioni, 
siano \ ì seni degli angoli che F forma con le indicate facce, infine de- 
signiamo 0^ le coordinate del centro della stella anzidetta; osserviamo 
da un canto dovere sussistere le relazioni 

(13) X^ = F\, Z^i^, = o, Z^iC^i — = 0, («1.3,3,4), 

e d'altra parte di potersi considerare le stesse X. come forze applicate 
al punto P sostituibili alla F, sussistendo fra queste e quella la relazione 

04) f^ = Ze^xu 

in cui i coefficienti E. sono forniti dalla (25) del § 28 e sue conseguenti. 
Nel seguito poi faremo uso delle ausiliarie contenute nella formola 

5) L = [Xr — Or + (x, — 0,) cos D^] : sen Z),, , 

dando al gruppo rs degl'indici tutte le disposizioni binarie semplici dei 
numeri (1234), e ad uv le disposizioni complementari, sicché se al 
primo gruppo si dia la disposizione 23, per es., si assumerà per fi t; la 
complementare 1 4, osservando al tempo stesso che nella designazione del 
diedro D^^ è indifferente lo scambio degl'indici. 

Ciò premesso, ed appartenendo il punto al solido, s'immagini in 
esso punto applicate quattro forze equipollenti una ad una alle X. , e le 
rispettive opposte — X. , con che il sistema non si altera; intanto, messi 
in coesistenza questi quattro gruppi di forze in con le X. applicate 
in P (projezioni della F), si rileva da im canto che composte le X. in 
con la formola (14) si riproduce la stessa forza F, trasportata parallela- 
mente dal punto P ad 0, e d'altra parte che le X, in P e le — ^ X^ in 
0, a due a due ^uali, di segni opposti e parallele, costituiscono quattro 
coppie, i cui piani sono rispetdvamente perpendicolari alle facce B^ del 
tetraedro. 

F. Caloakbra. — Mueémtn. ai 
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1 1 8. Consideriamone una, quella per es. 
formata dalle forze X,, — X,, il cui braccio è 
rappresentato da op (fig. 50), essendo i punti 
Oj p suUa faccia B^ i piedi delle coordinate <?,, jc, 
dei punti 0, P; tirate da 0, /> le rispettive per- 
pendicolari agli spigoli D^j, D^ e da le 

oq^f oq^ parallele rispettivamente ai detti 
spigoli, è facile rilevare di aversi, con riguardo 
alla (15) : 

M, = 55i = [^ — ^3 + (^i — ^t)cosDJ:senZ)^, 
^74 = ^4. = K - ^ + (^1 - OcosDJisenZ),,, 
^3 = [^41 + ^31 ^^^ Ai] : sen/,, , 
H, = [5„ + $4. cos/, J : sen/,, . 

Si osserva d'altra parte che, essendo Tasse della coppia in conside- 
razione rappresentato dz ok = X^.op^ decomposto lo stesso secondo i 
raggi or^y or^y or^ perpendicolari alle facce 5^, 5^, B^ del tetraedro, e 
nella faccia B^ condotta parallela ad Jb la retta 2 / di cui sia ^ Tangolo 
con lo spigolo D^^ y dinotato a l'angolo che p forma con lo spigolo 
D,j, sì ha 

sen (p ky r^o r^ = cos P = cos/^^ cos (90*'+a)-|-sen/,^ sen (po^-f») cos D^^ , 

ed attesoché sen ol= pq^iopy cos ce =ioq^:opy con riguardo alle (l) 
si otdene 

sen (pkyr^o r^) = — J^^ [$,. (— cos/,^ sen/,, + sen/,^ cos/,, cos D^) 



opsen/,, 



+ $„sen/,^cosD„], 



ovvero 



(m) sen(o*, fjOr^ = -=-1— ($^^ cos ^,^ ,, + $3,sen/,^cosD,,), 

op sen/,, 

posto l'arco ausiliario ^,^„ tale, che sia 

(16) cose,^,, = cos/,^cos(9o^+/J + sen/,^sen(90^+/„)cosD„, 

ed alla stessa (m) è concomitante l'espressione 

(n) sen (òlT, r, or^ = sen (fi,, DJ = ff, : Z)„. 
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Considerato il parallelepipedo che abbia or,, o r^ , or^ per direzioni 
di tre spigoli contigui, o k per diagonale, e decomposta questa secondo i 
detti tre spigoli nelle componenti, che dinotiamo Xj'^ , X^^^ , Xj** , le quali 
rappresentano gli assi di tre coppie agenti in piani paralleli alle facce B^ , 
B y B del tetraedro, sostituibili alla coppia in considerazione di asse o Jk, si 
ha in rapporto alla prima componente 

e dietro le (m), (n), e l'espressione di o/;, risulta 

y '^ = , j^' ^'^ [l cose 4- E sen/ cosD 1, 

ovvero, dinotati 5,. (i = i, 2, 3, 4) i seni dei triedri del tetraedro, poi- 
ché sussistono le relazioni 

UHM 
(p) s, = sen/„ X T^ = sen/„ X 5-^ = sen/,^ X nr . 

e le conseguenti da questa con le sostituzioni circolari successive nel 
gruppo degrindici (1234), si ha per la stessa Xj** moltiplicata per s^H^, 

(17) j, H, X*;' = H, X, (5,. cos «.^... + 5,. sen /^ cos D„) . 

L'espressioni degli altri due assi si ottengono da questa, e dalla (16), 
mantenendo costante l'indice i, e facendo subire agli altri (2 34) le suc- 
cessive sostituzioni circolari, ed in corrispondenza si muterà l'apice (2) 
in (3), (4); pertanto dalla (16) si ricavano 

(18) S ^^^»''" ^ cos/,,cos(90^+/3.) + sen/„sen(90**+/„)cosD,^, 
\ <^(^ ^,,4, = cos4 cos (90^ +/^,) + sen/^, sen (90^ +/^,) cos D^ , 

e dalla (17) 

rroì i ^^3^!'^ = ^. ^. (^a, cos e,,^3. + 5,. sen/j, cosZ),^, 
'^ 9^ i s^H^X[^^ = H.XXi^, cos .^„^. + 5,. sen^ cosDJ. 

Nelle (17), (19), e le corrispettive (16), (18), si facciano le sosti- 
tuzioni circolari successive al gruppo (1234) degl'indici, mediante le quali 
a coQs^;uiranno con la prima sostituzione l'espressioni X[^\ X^^\ X^'^ dei 
momenti delle tre coppie operanti in piani paralleli alle facce B^y B^, B^ del 
tetraedro, equivalenti alla coppia (X,, — XJ; colla seconda sostituzione 
si otterranno i momenti X|^^, X]'^ X|'^ delle tre coppie operanti in piani 
paralleli alle B^, B^, B^y da sostituirsi alla coppia (X,, — X^); infine 
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con la terza sostìtu2done si avranno i momenti X[^^ , X[^^ , X^'^ delle tre 

4 4 4 

coppie in piani paralleli alle B^, B^, B^ sostituibili alla coppia (X^, — X^. 
Sommate indi di tutte queste espressioni cosi dedotte, e delle (17), 
(19), quelle relative alle coppie, che agiscono in piani paralleli ad una 
stessa faccia, con riguardo al rispettivo senso di rotazione, si otterranno 
l'espressioni dei momenti K^ di quattro coppie corrispondenti alle facce 
B^ del tetraedro, da sostituirsi in equivalenza alle quattro coppie soprain- 
dicate, che sono costituite dai due gruppi di forze X^, — X. applicate 
ai punti P ed 0, la prima delle quali espressioni è 

K^ = Xi'^-X\'^'^Xl;\ 

ovvero, moltiplicando per s^H^^ si ha 

/ 5, H, K^ = H, X, a,^ cos e,^,„ + ^3, sen A^ cos DJ 

(20) < —H,X^ (5^3 cos e,^,„ + 5,3 sen/,^ cos DJ 

e le altre deducibili da questa colle suindicate sostituzioni n^'indid (1234), 
cangiando però segno al secondo membro dietro ciascuna sostituzione, 
avendosi perciò 

( K, = -xf^^xi;^ — x^;\ 

(21) K^ = ^Xl^^-X[^^ + Xi\ 

( K^ = — X['^ + X['^-X\^^. 

119. Le formole di che si tratta, quantunque in forme simmetriche, 
e deducibili con facilità le une dalle altre, sono alquanto lunghe, ma si 
semplificano più o meno, ed anche considerevolmente con opportuna 
scelta del tetraedro di riferimento. Supponiamo, infatti, che si scelga a 
modo d'esser il triedro col vertice 4 trìrettangolo, e gli spigoli dello stesso 
eguali, talché siano 

quindi 
cos/,, = cos/^ = cos4 = 0, sen/,. = sen/^ = sen/^, = i, 

cos/„ = cos/., = cos/„ = cos/,, = cos/,, = cos/,, = 
sen/„ = sen/„ = sen/„ = sen/,, = sen/„ = sen/„ = — . 

cos/,^ = cos/h = cos/j* = -r > se% = ^U = ^fu = •J' 
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inoltre 

cosD^, == cosD^^ = cosD^j = o, senD^, = senD^ = senD^^ = i, 

V6 



cosD 



la 



= cosDjj = cosDj, = -J-^, senD,, = seni),j = senD =: 



3 



i, = f, = f j = sen* 45" = 



> ^ = I ; 



da prima per la relaàooe ^ B, (xj -i- o^) := o risulta 

*,-«. + *,-". + «, — «j + (*4 — o;)Vs = 

per la (15) si ottengono 
^11 = ^n = *t — <'i » 5.1 — 5», = *»—<'»> 5ji = ^11 



o, 



= *. — 0. 



5.4 = [2(*. - 0.) - (*, - o - (*, - Oj)] : y^, 

5,4 = [2 (x^ - O - (*, — 0,) — (*. — 0.)] : V6, 
5,4 = [2(«j - «,) — (x, — 0.) — (*, — oj] : f^, 
$4, = —(*,-«, + *, — «,) : 1^. 

^4» = — (*5 — <>, + *. — ".) '• ^2» 

$4, = — (*. — 0, + *, — O : f^. 
per le (16), (18) e loro cons^uenti, 

COS£ =C0S< =COSC. :^COSC ^COSC =COS£ ^O. 
vwjfj^, wv.j»^j^, s,\jitt,^^^ ""^^j^j *^''*^i^ia '•*'"'*i4,i} — "» 

I 

cos« ^cos; =COSf ^^ — . 

I 

cose ^cose ^cosf ^ — -=: 

e con tutti questi valori particolari, dalle (20), (21) si ricavano 

1/7 

iir.=(*,— o,)X,-(x,— o^, — ^[*, — »,— («,— 0]^4» 

iì^,=(*.-0^.-(*-<'.)X.-y[*.-<'.-(*-0]X4. 
iir^=o, 

delle quali espressioni le prime tre derivano a vicenda, dall'una di esse 
le altre due, mediante le sostituzioni circolari successive nel gruppo (123) 
degl'indici 
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Le stesse si accordano con quelle già note in dipendenza deQe coor- 
dinate cartesiane ortogonali, perciocché se si riguarda la faccia B^ dd 
tetraedro trasportata all'infinito, con che si manterrà sempre IT^ = o, e 
con dò si passa dalle coordinate tetraedriche alle menzionate cartesiane, 
si avrà X^ = o, e per le dette (22) derivano semplicemente 

( ^i = (^, — <>,)Xa — (*a — 0^,> 

(23) if. = (x.-0^,-(^,-OX., 

120. Ritornando alle considerazioni del $ ^i?» supposto che ad un 
solido siano applicate n forze F^, F^» . . . , F^, e che a ciascuna F^ si 
sostituiscano le forze projettate X^^ (t = i, 2, 3, 4), da calcolarsi (sop- 
presso per semplicità Tindice k) con la prima relazione (13) del detto pa- 
ragrafo, alle stesse n forze possono surrogarsi: 

I* Altrettante forze equipollenti applicate ad un punto O preso arln- 
trariamente nel solido, e quale centro del fasdo di raggi perpendicolari 
alle facce B^ del tetraedro di riferimento, su i quali si es^;uono le proie- 
zioni delle F,y F,, ... F,, le quali forze applicate in essendo com- 
poste, danno per risultante la forza principale R ; doè si avranno in 0, 
secondo gli accennati raggi, quattro forze 

(24) *« = Z^i = Z^\ (f=i, 2,3,4X 
mediante le quali si consegue la forza prindpale 

ovvero 

(25) i?*=£.(Zx.y+ . . . +£,(zxj»=£.(ii^.y+ • . . +£,(if>.y. 

la direzione deUa quale va determinata pd seni x. degli angoli, che essa 
forma con le &cce B^^ espressi per la formola 

(26) X. = -;g-Z^.- = X^^^* ^*^ '• ^ '' ^^ 

2** Inoltre quattro coppie G^=:^K^ agenti in piani paralleli alle 
facce B^ dd tetraedro, le quali composte come fu indicato nd § iii 
costituiscono unica coppia C equivalente alle stesse; il momento G, ddla C, 
si ottiene per la (20) dd § 118 estesa a tutte le forze date, ossia per 
l'espressione 
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j.-ff.G. = (cos..^.,2:X,5^+sen/.^cosD.,lX,5,JH. 
(27) { - (cos«.^„ZX,5„ + seaf^cosD,,XX,l,,)H^ 

in cui i segni ^ si estendono a tutte le relative componenti X. delle n 
forze datq ed i momenti G^, Gj, G^ delle altre tre coppie deduconsi 
da questa mediante le successive sostituzioni circolari nel gruppo (1234) 
d^l'indid, avvertendo di cangiare segno al secondo membro dietro a 
ciascuna sostituzione; ottenuti questi momenti G., si comporranno se- 
condo le formole (5) del §111» per conseguire il momento G della 
coppia risultante C, e i seni x. degli angoli che il suo asse forma con 
le £icce B. del tetraedro. 

In tale guisa dunque a tutto il sistema delle n forze applicate a vari 
punti del solido in considerazione, verrà a sostituirsi l'insieme della forza 
principale R, applicata ad un punto del solido scelto arbitrariamente, 
e di unica coppia C, determinate entrambe nei modi e con le formole 
sopra significate. 



CAPITOLO SECONDO. 

MOMENTI, IMPULSIONE, LAVORO DELLE FORZE. 



L — Momenti delle forze. 

121. Momenti delle forze in un piano. — Dicesi momento di una 
forxa F rispetto ad un punto 0, e suole designarsi Mq F, U prodotto del- 
Vintensità della for^a (riferita all'unità di forza) per la distanxa della sua 
dire^iione dal punto (riferita all'uniti di lunghezza), ed allorché più forze 
sono in un medesimo piano, e si prende i momenti per rapporto ad 
uno stesso punto del piano, questo dicesi centro dei momenti. In tale 
caso s'immagina che i punti di applicazione delle forze sieno trasportati 
ciascuno nella direzione della forza che lo sollecita, riguardandosi tale 
trasporto come una rotazione attorno il centro, e secondochè awerri in 
un senso od in verso opposto, si farà precedere al momento il segno -f- 
o — , ed a dò basta applicare quanto fu stabilito per le coppie, cioè: 

i^ Pel centro dei momenti si conduca una retta, asse, perpendico- 
lare al piano delle forze, dal lato anteriormente stabilito, s'immagini che 
un osservatore stia appoggiato a tale asse coi piedi sul piano, e secondo- 
chè vedrà la rotazione da sinistra a destra, od inversamente, si dirà po- 
sitiva o negativa, ed al momento si darà il segno positivo o negativo. 

2° Per la rappresentazione geometrica si prenderà sull'asse, a par- 
tire dal centro, e nel senso della rotazione, un segmento di lunghezza 
equivalente al valore assoluto del momento^ e questo sarà tutto proprio 
alla significazione del momento, sia pel valore assoluto, sia pel segno. 

3^ Rappresentata una forza per un segmento di retta, il suo mo- 
mento corrisponde in valore assoluto al doppio dell'area del triangolo, 
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che ha questa porzione di retta per base ed il centro per vertice oppo- 
sto, e dando a quest'area il segno competente, si ha un secondo modo 
di determinare completamente ciascun momento; per assegnare all'area 
del triangolo il segno convenevole, si suppone che un osservatore per- 
corra il perimetro (fig. 51) partendo dal centro per andare al punto 



Avs^ 




di applicazione della forza, indi seguendo la di- 
rezione della stessa, per ritornare al centro, e 
secondochè in questo percorso l'area resterà a 
destra, o a sinistra dell'osservatore, si darà il 
segno -|- o — (Ved. la mia opera: Introdu- 
xiont allo studio della Geometria superiore, voi. i, 
pag. 19 e seg.). 



122. Ciò premesso, passiamo a dimostrare il seguente 

Teorema. — Se le for:(e applicate in uno stesso piano ammettono una 
risultante, U momento della medesima è eguale alla somma algebrica dei 
momenti delle for^e componenti rispetto allo stesso centro; e se costituiscono 
una coppia, il momento della coppia equivale alla somma algebrica dei mo- 
menti delle forT^e che la costituiscono, rispetto ad un centro qualsiasi. 

A tale oggetto premettiamo il lemma che segue: 

Siano F, F' due for^e equipollenti applicate ai punti A, C, rappre- 
sentate dalle rette AB, CD, e sia preso nel loro piano un punto per 
centro (fig. 52), si ha 
(i) MJ=:M^F + M,F. 

Infatti, tirata da la perpendicolare 
comune alle direzioni delle forze, e segnati 
P, Q i punti d'incontro, pei tre punti 0, 
P, Q in linea retta sussiste la relazione 

OP+PQ+QO = o. 

donde, moltiplicando i primi due termini 
per ^B, il terzo per l'equivalente CDy 
si trae 

^B X 0P= CD X 0Q+ ^B X QP, 

che è appunto la (1), osservando essere QP eguale alla perpendicolare 
CE abbassata da C sulla direzione di F. 

Supponiamo adesso di avere n forze F, , F, , . . . , F, applicate ad 

F. Caldaaxea. — MeeoMÙa. 




Ii(r:f2 
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(«) 



un punto Ay le quali perciò ammettono una risulunte R^ si formi con 
le stesse il poligono di composizione (§ 94) AA^A^.. . A^ (fig. 5 3), il 

cui lato AA^ che lo chiude rappre- 
senta la risultante jR (nella fig. si è 
supposto » = 6) ; il lato A A^ rappre- 
senta jFj, ed i seguenti 

sono equipollenti ai vettori partenti da 0, 
che rappresentano le forze F^F^y..,yFj^ 
tirate da ^ le diagonali ai vertici dello 
stesso poligono, e congiunti essi vertici 
col centro dei momenti, si formano 
due gruppi di triangoli, aventi per basi 
i successivi lati del poligono, ed a vertice comune dell'un gruppo il punto Ay 
dell'altro il punto 0; stante una nota proprietà tra le aree di codesti 
triangoli (Ved. la citata mia Opera, § 17) si ha la relazione 

OAA,^OA,A,-\- ...-{- A^, A, -{-0 A, A 

^^ AAA^ ~p A A^A "J— • • • "J— A A^__^A^m 

Essendo A^A^y A^A^y ... , A^^ A^ rispettivamente equipollenti ai 
vettori rappresentanti le forze Fa , F^ , . . . , jF^ , in forza del lemma 
precedente si ha 
(t) ^OA^^^A, = MJ, + 2AA^^A,y 

in cui si porrà * = 2, 3, . . . , «, inoltre è 20AA^ = ^o^iy dunque 
si ottiene per l'eguaglianza (a), moltiplicata pria per 2, e riducendo 

MJ,-irM,F,+ ...^ MJ, = 2 OAA„ 

ma 20AA^=^M^Ry risulta infine 

(2) M^R = ^M^F^ (*=i. 2 «). 

Supponiamo in secondo luogo che si abbiano n forze F,, F^, ... , f , 
parallele, ed ammettenti una risultante 

R^=^Fk (*= I, 2, ..., »), 

dal centro tirata la perpendicolare OX comune alle direzioni della 
risultante, e delle forze date, sieno queste incontrate nei punti P^, e 
quella di R nel punto Q, stante la (7) del § 105, potendosi considerare 
tutte le forze come applicate ai cennati punti d'incontro delle loro dire- 
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zioni con OXy si ha 

OQ.R = ZOP,.F„ 
che si traduce nell'eguaglianza 

(3) m,r = ZKF,. 

Allorché le forze non sono parallele, e trovansi applicate a differenti 
punti del piano quale sistema invariabile, come fu osservato in fine del 
5 116 puossi alle stesse sostituire unica forza, che è la risultante delle 
forze date trasportate parallelamente, per essere applicate ad un punto 
convenevole preso nel piano, ed in conseguenza ha luogo per le forze 
cosi trasportate e la rispettiva risultante il teorema sopra enunciato. 

Infine, consideriamo una coppia composta dalle forze f ^ , F^ , e di 
braccio ^^, se da un punto qualsiasi del suo piano si conduce la 
perpendicolare alle rispettive direzioni delle forze, che le incontra nei 
punti P,, P^, e perciò ha luogo l'equazione segmentarla 

moltiplicata questa per F, dà 

P, X P.P. = - F. X OP, + F, X 0P„ 



ma — F^ = F,, e PjP^:=AB, dunque 

(4) F,xJB = F,XOP,-^F^y<OP, = M,F, + MJ,, 

come bisognava provare, doè che il momento della coppia è eguale alla 
somma algebrica dei momenti delle due forze, presi per qualsiasi centro 0. 

123. Riferendo le posizioni dei punti di applicazione delle varie forze, 
e le loro direzioni, a due assi coordinati ortogonali OX^ , OX^ , (fig. 54) 

condotti pel centro dei momenti, e dinotate 
X,, X, le coordinate del punto di applica- 
zione dell'una delle forze P, «^ , a^ i coseni 
degli angoli che la sua direzione forma coi 
predetti assi, dinotate altresì X,, X^ le sue 
componenti secondo gli stessi assi, sicché sieno 

X, (^) ^i = -F«.- 0=1,2). 

si riconosce facilmente che i momenti delle 
stesse sono espressi dalle X, x, , — X, jc, , quindi aver luogo l'eguaglianza 

(6) Af^P = X, X, — X,x, . 



Iiq- Si 
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Siene Fj , F, , . . . , F^ le forze date, e tutte applicate ad un punto 
P di coordinate jc, , x^ , J? la loro risultante, della quale designiamo R^ , R^ 
le componenti secondo gl'indicati assi, perciò 

(7) J?. = Z-^. = Zf«., ì?, = Ix, = Zf«„ 

(soppressi per semplicità gl'india delle F), in forza della (6) à ottiene 

(8) Af.i? = i?.x.~i?,x. = *.Xx.~*.5:X„ 

estesi i sommatori ^ a tutte le n forze date. 

Però se queste sieno applicate a vari punti e comunque dirette, con- 
servando le medesime designazioni precedenti, e decomponendo dascuna 
forza in due secondo gK assi coordinati, saranno in tal modo sostituiti 
due gruppi di forze rispettivamente parallele ai detti assi, ed equivalenti 
perciò a due sole 

le quali ammettono una risultante jR, che è la forza unica sostituibile al 
sistema delle forze date; dinotate ^, , ^^ le coordinate del suo punto d'ap- 
plicazione, da un canto si hanno l'eguaglianze 

e d'altra parte risulta pel momento della stessa R 

(9) M.i? = iJ.$,-i?,5. = Z(X.*.-X.*.) = ZF(x.«.-*..J. 

124. Le forze ed i loro punti d'appucazioke RiPEarn ad un 
TRIANGOLO FONDAMENTALE. — Manteniamo le designazioni dei ^S 4> ^3» 
ed altri susseguenti, considerata una qualunque F delle forze date, dino- 
tiamo X,. (i = 1 , 2, 3) le coordinate del punto d'applicazione P, con \ ì 
seni degli angoli che la sua direzione forma coi lati I. del triangolo di 
riferimento, ed X^ le projezioni della stessa su i tre raggi condotti dal 
centro dei momenti perpendicolarmente ai predetd lati /,., presi ^ 
stessi lati per direttrici delle rispettive projezioni, essendo perdo 

(io) X. = FX.; 

codeste projezioni della F, parimenti che le coordinate x,. di P e le 0^ 
di 0, devono verificare l'equazioni 

(11) Z^-^i = o> ZU^. — = o> (i = i.a,5X 
mentre per l'espressione 

(12) F' = Zv-i^i 
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si riproduce il valore della F, espressione nella quale le i>.i sono date 
per k (34) del ^ 29, e sue conseguenti. 

Essa forza F sia rappresenota dal vettore PA (fig. 55), ed i se- 
menti X, , X,, X rappresentino le sue projenonl sulle coordinate x. del 
punto P, equipollenti alle 
rispettive projezìonì su i 
raggi del fascio sopra- 
indicato; dai punti estremi 
P, A del predetto vettore 
condotte le parallele ai lad 
Ij del triangolo fondamen- 
tale, esse coi rispettivi in- 
contri costituiscono tre pa- 
rallelogrammi, dei quali PA 
à diagonale comune, ed i 
lati a coppie, PB s PC 
l'una, PD e PE l'altra, 
PG e PH la terza, si pos- 
sono riguardare quali due 
componenti della F, quindi si hanno le seguenti espressioni per lo stesso 
momento, con riguardo ai sensi di rotazione : 




(0 



1 . \ 1 ,/ VII/ sen/j"- '^ ' 

< iK.f =PD(o ,— X,)— 71(0.— i,)=- ' 
[ M.f=?G(o,— X,)— PH(<i — !,)=- 



■»0-!f.(».-«.)]. 

Queste espressioni, poste le ausiliarie 

e poiché per l'area A del triangolo fondamentale si ha 

2i = l.l.sen/, = 1,1, sen/, = (,/, sen/., 
si presentano come segue : 

( 2A.jK,f = ;,l,(x,c. — x.ì:,), 

(13) \ 2i.M.P = (.l,(X.C, — X,0, 

togliendo la terza di quest'ultime dalla somma delle prime due, si o^ 
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tiene l'espressione del momento di F nella forma che s^ue, includente 
tre binomi, due dei quali deducibili dall'altro con le successive sostitu- 
zioni circolari negl'indici (i 2 3), 

(14) 2A.M.F = (lì:, - ii:,)i,x, + (i,!:, - ij:xx, + (i,k, ~ /^)i,x, . 

Ora, se tutte le n forze date f ^ , f ^ , . . . , F^ si trovano applicate 
al medesimo punto P, le quaU perciò ammettono una risultante R, di 
cui dinotiamo R^ le projezioni sugl'indican raggi del fascio 0, avendosi 
quindi 

R, = I.X„ 

il sommatorio ^ esteso a tutte le forze date, come risulta dalla proje- 
zione su i detti raggi del poligono di composizione delle f , , F^ , . . . , F, , 
ne deriva pel momento della R: 



Se poi le forze date sieno applicate a \^rì punti del piano, consi- 
derato questo come un sistema invariabile, dinotandosi con R l'unica 
forza sostituibile alle forze date, applicata la medesima ad un punto con- 
venevole del piano, di cui dinotiamo ^. le coordinate, e designate R^ le 
projezioni della stessa R in direzione delle i- , che sono equipollenti alle 
projezioni su i raggi del fascio sopraindicato, e mantenendo tutte le 
altre superiori designazioni, riesce facile riconoscere la sussistenza dell'e- 
guaglianze 

. U.(^.^j=Ix.j:„ 5.('',-5,)=Z^.c„ i?.C'.-5.)=Z^.c., 
^^(Uo,-^,-)=lxj:,, r,ìo,-^:)=zxì:„ ì?,(o.-^.)=ix,!:., 

quindi per le (13) si hanno 

(16) 2A.Af.i?=M,[i?>,- l,)-R,(.o,-Q]=KiX(^Ji-x,Q, 
{2A.jii.i?=y.[i?.(o-$,)-i?,(o.-5.)]=y.ZW,-W; 

combinando queste espressioni per addizione e sottrazione come le (13), 
si ottiene pel momento della predetta forza R l'unica seguente 

(17) M,R = i.Zx.oA-^,^,)+^Zx.o,2:H.^.)+^,Zx,a!:.-/,Q . 

I somniatori ^ in tutte le formole (d), (16), (17) devonsi estendere 
a tutte le forze date; le projezioni X- di ciascuna di esse, e le coor- 
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dinate x. del rispettivo punto di applicazione, al pari che le R^ e $. ri- 
spetto alla Ry devono verificare paratamente l'equazioni (ii). 

125. Momenti delle forze nello spazio. — Per renderli compa- 
rabili, occorre considerarli rispetto ad una retta, asse, o relativamente ad 
un piano. Rispetto ad un asse, dicesi momento di una forza il prodotto 
della sua projexione sopra un piano perpendicolare all'asse, per la pia corta 
distan^ifl tra l'asse e la direT^ne della forila, ed è facile rilevare che cor- 
risponde al momento della for^a projettata per rapporto al punto dove l'asse 
incontra il piano di projej^ione; il senso di rotazione di questo momento 
è quello che distingue il senso positivo o negativo del momento della forza 
data rispetto all'asse. Dietro ciò, noi possiamo applicare ai momenti di 
più forze agenti sopra uno stesso punto, ovvero su vari punti di un so- 
lido con direzioni parallele, nei quali casi le forze date ammettono una 
risultante (eccetto che le forze parallele diano luogo ad una coppia), tutto 
quanto è stato precedentemente svolto in riguardo ai momenti delle forze 
dirette in un piano rispetto ad un centro; quindi vale il teorema, che 
pei momenti rispetto ad uno stesso asse, quello della risultante è eguale alla 
somma algebrica dei momenti delle forxfi componenti; e cosi gli altri. 

n momento di una forza è nullo quando la direzione incontra l'asse, 
o che gli sia parallela; giacché, nel primo caso la distanza tra la forza e 
l'asse è nulla, e nel secondo caso la projezione della forza è un punto, 
ossia la forza projettata è nulla; il momento poi è massimo, allorché la 
direzione della forza é perpendicolare all'asse. 

Designato l'asse per due lettere, A B per es., il momento della forza 
F si dinoterà M^^F. 

Gò posto, si riferiscano le posizioni dei punti di applicazione delle 
forze, e le direzioni delle medesime a tre assi coordinati ortogonali X. , 
e si mantengano le designazioni del § 114, di guisaché essendo X. le 
componenti secondo questi assi di una forza F, x^ le coordinate del punto 
di applicazione, «^ i coseni degli angoli che la sua direzione forma con 
gli stessi assi, han luogo le relazioni 

(18) X, = Fa„ Z«: = i. 

i momenti di detta forza rispetto agl'indicati assi sono forniti per l'e- 
spressioni 

infatti il momento della X, rispetto all'asse OX, é nullo, e quelli delle 
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altre due componenti rispetto allo stesso asse sono — ^2^^» "h^j^a» 
quindi il momento della risultante F per rapporto al detto asse è espresso 
dalla prima formola (19); similmente si rileva che i momenti della stessa 
forza F rispetto agli assi X^ , OX^ sono forniti dalle altre due espres- 
sioni (19), le quali sono deducibili dalla prima mercè le sostituàoni cir- 
colari successive nel gruppo (123) d^l'indid. 

Si abbiano n forze f , , f , , . . . , f , applicate ad uno stesso punto 
P di coordinate S,., ovvero a vari punti P^, P,, . . . , P^ di un solido, 
le coordinate dei quali sieno dinotate x|. , xV , . . . , x^"* ; per ognuna delle 
forze date han luogo le corrispondenti relazioni (18) e l'espressioni (19), 
sicché ne derivano per le somme L. dei loro momenti relativamente ai 
sudetti assi, nel caso che tutte sieno applicate al punto P: 

(20) i.=5.Ix,^,Ix., i =5,Ix.~5.Ix,. i,=5.Ix -5,Ix.. 

e nel caso in cui sieno applicate a vari punti del solido, sopprimendo 
gl'indici ed apici disdndvi, si hanno 

(21) L=X(X^x—X^x^), L=^(X^x—X^x;), L=^iX^x—X^x^, 

i sommatori ^ estesi a tutte le forze date. 

Quando queste sieno applicate ad un punto P, quindi ammettono una 
risultante R di cui dinotiamo R^ le componenti secondo gl'indicad ass 
coordinati, si hanno le relazioni 

(«) R, = Z^i = Z^ «o 0=1. ^ 3), 

e fra i rispettivi momenti l'eguaglianze 

(23) M„,l? = i?^-535.=5,XX.-$.ZX, = 5,Xf«.-P.2;Fa,, 

allorché poi le forze date, essendo applicate a vari pund di un solido, 
ammettono una risultante ij, come avviene in generale per forze paral- 
lele, si hanno le seguend eguaglianze fra i rispetdvi momenti, relativa- 
mente agl'indicad assi, 

( M„,R = i?,5, - R^, = Z(X,x. - X,*,) = ZF(x,a, _ x,« J , 

(24) ì M„,l? = i?.5,-*,5. = Z(X.X3-X,x.) = ZF(x,a.— *.a,), 

( M„,jj =R^,- R,l, = Z(x,>f. - x,x,) = Zn*.«, - *,«.) ; 

però nel caso di forze parallele è ad osservare che le ^^ sono le coor- 
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dinate del centro, e che gli a. sono comuni a tutte le forze date ed alla 
risultante, talché per le (24) risultano 

(25) J M.,,i? = J?(S,«.-5.«3) = a.Zf^3-«,ZFx., 

in questo stesso caso, stantechè senza cangiare il centro, si può inclinare 
a piacimento la direzione comune delle forze, supponendola alternativa- 
mente parallela ad OX^, OX^, OX^, avendosi in corrispettivo per 
*i> *a> *j 1^ ^^ itTnt di valori (o, o, i), (i, o, o), (o, i, o), ne de- 
rivano l'equazioni 

che sono le stesse (7) del § 105 serventi alla determinazione del centro 
delle forze parallele. 

Si rileva poi agevolmente l'identità dell'espressioni (21) con le (2) 
del § 114, giacché le somme dei momenti delle forze date per rapporto 
agli assi coordinati corrispondono alle somme dei momenti delle coppie 
costituite dalle componenti stesse delle forze parallelamente ai detti assi. 

Inoltre é da osservare che se si prendono sugli assi coordinati, a 
partire dall'origine 0, tre segmenti convenevoli che rappresentino i tre 
momenti L^ , si potrà comporli dietro la nota regola del parallelepipedo, 
la cui diagonale partente da rappresenterà il momento risultante £, 
nonché la direzione del suo asse, e dinotati $. i coseni degli angoli tra 
lo stesso e gU assi coordinati, si hanno le relazioni 

(26) i' = Z^?, \ = L,xL, (i = I, a, 3), 

cioè le medesime (5), (6) del citato ^ 114; rendendosi manifesto per la 
prima che nessuno dei momenti L. può essere maggiore di L, quindi 
per una data origine O delle coordinate, dalla cui scelta dipendono i va- 
lori degli £., il momento risultante L è maggiore del momento delle 
forze intorno ad ogni altro asse; per tale proprietà L si chiama il mch 
mento massimo, o il momento principale delle for^e. 

Si riconosce anche facilmente, come nel § 115, che spostando gli 
assi coordinati parallelamente alle primitive direzioni, e dinotate ^. le coor- 
dinate della nuova origine rispetto ai primi assi, i momenti delle forze 
date per rapporto ai secondi assi hanno coi rispettivi momenti relativa- 
mente agli assi primitivi, le medesime relazioni (e), del menzionato S i ^ 5> 
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e conseguentemente determinando l'asse del minimo momento risul- 
tante L\ si ricadrà nella determinazione dell'asse centrale. 



126. Momenti delle forze rispetto ad un tetraedro fonda- 
mentale. — Supporto che le forze e i loro punti di applicazione si rife- 
riscano ad un tetraedro, i cui elementi sieno designati come nei §§ 4, 28 
ed altri, prendendo in considerazione una forza qualunque F, applicata 
al punto P di coordinate x. (i = i, 2, 3, 4), ricerchiamo l'espressione 
del suo momento relativamente ad un asse //' tirato da un punto 0, 
dato per le coordinate 0. , parallelamente ad uno degli spigoli del tetraedro, 
allo spigolo D^^ per es., che designeremo M^^ f , e manteniamo per l'og- 
getto le indicazioni e designazioni dei ^§ 117 e 124. Pei punti t P 
siano condotti i piani w^^, w^^ perpendicolari allo spigolo D^^y perpen- 
dicolari perciò anche all'asse //' dei momenti, i quali piani segheranno 
le facce B^, B^ del tetraedro secondo rette, che in projezione dell'un 
piano sull'altro, come nella fig. 56, coincidono nelle I^, I, formanti un 
angolo, che è la misura del diedro D^^ ; tirate da e P le perpendico- 
lari alle dette rette /, , i^ , saranno 
le une le stesse coordinate 0,, 0^ 
del punto 0, e le altre equipol- 
lenti alle coordinate x, , x^ dà 
punto P, relativamente alle due 
facce B, , B^ del tetraedro; rappre- 
senti PA h projezione della forza 
F su gl'indicati piani, perdo 

e decomposta la PA nelle due 
PBy PC secondo direàoni paral- 
lele ad I^, Ij, si ha 




M^PA = M^PB + M^PC, 
e con riguardo al senso di rotazione 



M,PA = PB X OD, -PCy<^ OD^, 

essendo D^j D^x punti d'incontro delle 0,, 0^ con le direzioni delle 
PCy PB; infine, avendosi riguardo alle projezioni della F sulle direzioni 
delle X,, X,, designate X,, X,, ed ai rapporti delle stesse con le PB, 
PC, ritenendo altresì le ausiliarie 
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^i = Oi — X. (iz= I, 2, 3, 4), 

risulta come per la prima (e) del § 124, 

(27) M„F = (X.C,-X,0:sen£>„. 

Se le forze F,, F,, . . . , F, sono applicate ad un medesimo punto 
di coordinate ^j, le quali perciò ammettono una risultante J?, di cui di- 
notiamo J?. le projeàoni sulle direzioni delle ^i , sicché R. = X -^.- > ^^ 
trova pel momento di essa risultante 

ri8^ i ^H * = t^' ("« - ^») - *' ("• - ^')1 = "*" ^H 

^ ^ ! =[(<'.-OlX.-(<,.-OZX,]:seni),^; 

se poi le » forze date si trovano applicate a vari punti di un solido, dei 
quali dinotiamo le coordinate in generale x^^ e siano le medesime pa- 
rallele, talché abbiano una risultante Ry dinotate ^^ le coordinate del suo 
punto di applicazione, ossia le coordinate del centro, attesoché sussistono 
l'eguaglianze 

dando zd h, k valori differenti tra quelli presi nel gruppo (1234), si 
ottiene pel momento di detta risultante 

(29) M^^R = [(0 -$,)i? -(o.-5.)i? J : senZ)„ = -J^^C^.j; -X.C.), 

i sommatori ^ nelle riferite formole (28), (29) estendendosi a tutte le 
forze date. 

Si adattano facihnente le medesime formole (27), (28), (29) ai 
momenti rispetto ad assi paralleli agli altri cinque spigoli del tetraedro 
fondamentale condotti pel punto fisso 0, bastando all'uopo fare subire 
al gruppo (1234) degl'indici le successive sostituzioni 

r^oW^3*4\ /M23\ /23i4\ /24i3\ /34iA. 

^^""^ Vi234r li234r Vi234r V234r v^^^j^ 

e se in esse formole, come nelle surriferite (27), (28), (29), si pongono 
le relative o^ = o, le medesime forniscono i momenti delle forze rispetto 
agli stessi spigoli del tetraedro presi per assi. 

127. Si prendano per assi dei momenti le rette condotte per O per- 
pendicolarmente alle facce B. del tetraedro, sulle quali si contano le 
coordinate 0. dello stasso punto; tali momenti perdo non sono che quelli 
delle forze projettate sulle dette facce relativamente ai piedi delle corri* 
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spondenti coordinate del punto O, e presa in considerazione una forza F, 
li dinotiamo M.^^F\ in relazione alla stessa forza è da osservare che 
designate x. le coordinate del punto d'applicazione P, con v^ quelle dd- 
Testremità N del vettore PN che la rappresenta (fig. 57), e con \. i 

y seni degli angoli che la 

sua direzione forma con 
le facce B^ del tetraedro, 
si ha 

Rappresenti p n la pro- 
iezione di F sul piano 
della faccia B^ , essendo 
perciò p tà i piedi delle 
coordinate x, , v^ degli e- 
stremi del vettore PN, t 
sia la projezione di 
sulla stessa faccia; dai punti 
Oy py n condotte le perpen- 
dicolari agli spigoli D , 
D^y indi le parallele ad 
essi spigoli, costituendosi cosi il parallelogramma ns^ps^y e dinotata /la 

diagonale pn, f, f i due lati p^,, p5^, si hanno le relazioni 

/ :/ = sen npm^ : sen/^, , /" :/ = sen npm^ : sen/,^ , 

m ed m^ sono le intersezioni delle perpendicolari tirate da n con le pa- 
rallele tirate da /> ai sudetd spigoli; ma con riguardo alla (/) si hanno 

f^npm^-nm- ^^^^ ^^^^ , 




fonimi —l^ik _ V3 — ^3 + (^ — ^,)cOs£)a4 _ F (^3 + \ COS Da^) 

/sennpf«,_nm,_ ^^j^^^- _ ^^^^- , 

e poiché 

essendo p^ , p^ le intersezioni delle perpendicolari tirate da p colle paral- 
lele tirate da e? ai sudetti spigoli D,^, D^^, e perciò stante le (I) dd 
§118 avendosi 
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ne deriva, tenuto riguardo bensì al senso di rotazione dei momenti di 

(,Ó M.,F = f[*-ì±A^5,.-^A^5..]:»„/„. 

ovvero atteso la (15) del § 117, ritenute anche le ausiliarie C^ = 0. — x.^ 
si ha 

r.2ì S Af..f =f[(\+\cosi)^C:,+c.cosi).,) 

Allorché al punto P sono applicate più forze jF, , jF^ , . . . , F^ , le 
quali in tal caso ammettono una risultante Ry per ognuna delle F| 
(it = I, 2, . . . , n) si ha il relativo momento espresso per la (31) o 
(32), e relativamente alle stesse è da osservarsi che i fattori 5^^, $ 
sono indipendenti dalle intensità e direzioni delle forze, non cosi degli 
altri fattori dipendenti dalle F \ , quindi si trova pel momento della detta 
risultante 

I - C:, + ^. cos DJ IF (\ + X. cos D,J\ : sen/., sen D., sen D^ , 

e se le n forze date sieno applicate a vari punti di un solido, ma tutte 
parallele, sicché ammettono una risultante i?, in tal caso, i seni \ essendo 
comuni a tutte le forze e variando bensì le ^^ da una forza all'altra, si 
ha pel momento della R l'espressione 

\ -(\+\cosD.,)lF(i:,-|-C.cosi)J] : sen/.. sen D„ sen D^ , 

i soDMnatori ^ in esse formole (33), (34) vanno estesi a tutte le forze 
date; dalle stesse, al pari che dalla (31) o (32) si deducono l'espressioni 
dei momenti relativamente agli assi condotti per perpendicolarmente 
alle facce B^, B^, J5^, facendo subire al gruppo (1234) degl'indici le 
sostituzioni circolari successive; e se in tutte codeste formole si vogliano 
introdurre le projezioni X. delle forze F, basta tenere conto delle relazioni 

X. = F\, X^i^i = o* 

1 28. Momenti per rapporto a piani. — Dicesi momento di una foria 
per rapporto ad un piano parallelo alla stessa, il prodotto della for^a per 
la sua distanza dal piano, distanza che é quella stessa del punto d'appli- 
cazione; pertanto, se di una forza F rapportata a tre assi coordinati or- 
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togonali OX. (t = 1 , 2, 3) si dinotino x. le coordinate del punto d*ap- 
plicazione, a seconda di trovarsi la F parallela all'uno dei piani coordi- 
nati X^OX^y XjOX^y X^OX, , il momento sarà rispettivamente FjCj, 

La considerazione di questa sorta di momenti non può essere utile 
che solamente trattandosi di forze parallele, e poiché il momento di una 
forza rispetto ad un piano non è altro che il momento per rapporto ad 
un asse qualunque tirato nel piano perpendicolarmente alla projezione 
della forza sul piano, perciò i momenti dei fasci di forze parallele per 
rapporto a piani riduconsi a momenti delle stesse forze rispetto ad assi, 
i quali però devonsi prendere con la restrizione anzicennata; tale con- 
siderazione, per la quale i momenti m rapporto ai piani si riducono a 
momenti rispetto ad assi, ha il vantaggio altresì di lasciare meglio inten- 
dere il senso della rotazione dei momenti a confrontarsi, quindi a fissare 
per essi i segni competenti, e si scorge facilmente, dietro le fatte osser- 
vazioni, come à possa appUcare ai momenti delle forze per rapporto ai 
piani tutto quanto è stato svolto nei precedenti §§ in riguardo ai mo- 
menti rispetto agli assi. 

IL — Impulsioni delle forze, quantità di moto. 

1 29. Una forza F agente sopra un elemento materiale dì massa m, 
che ad un dato istante / sia animato dall'accelerazione ;, stimata nella 
direzione della forza, come si sa (§ 92) va espressa pel prodotto 1»;, 
quindi dinotata v la velocità del mobile a quell'istante, si ha 

r =mj = mj^, 

la quale equazione, moltiplicata per d ty ed integrata tra i limili t^ctdà 
tempo, designata v^ la velocità all'istante /^, dà 

(i) mv — mv^-=. I Fdt. 

n prodotto mv della massa dell'elemento materiale per la velocità 
di cui è animato, si chiama la quantità di movimento dd mobile al tempo t. 



Jto 



di tempo 6 = i — i^, quindi atteso l'eguaglianza mdv = Fdty e l'equa- 
zione (i), si può stabilire il. seguente 
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^ Teorema. — L'accrescimento mdv, che prova la quantità di movi- 
mento del mobile, durante l'elemento di tempo dty è eguale all'impulsione 
elementare della for^a durante questo tempo; e l'accrescimento totale mv — mv^ 
della quantità di movimento, durante un tempo finito qualunque 6 = / — t^y 
è eguale all'impulsione della forila nello stesso tempo, dot a dire eguale alla 
somma di tutte le impulsioni elementari durante l'intervallo di tempo con- 
siderato. 

Si può assimilare la quantità di movimento ad una forza, attribuen- 
dole la direzione stessa della velocità, e conseguentemente assegnandole 
il segno, che compete a questo fattore; perciò, se la trajettoria del mo- 
bile è rettilinea, la quantità del movimento sarà stimata secondo quella 
retta, e quando è curvilinea sarà stimata secondo la tangente ad essa 
curva; ossia si porterà sulla stessa trajettoria rettilinea nel primo caso, e 
sulla tangente nel secondo, a partire dalla posizione M del mobile all'i- 
stante considerato, e nel senso della velocità v, una lunghezza MA che 
alla scala convenuta sia proporzionale al prodotto mi;, e tale segmento, 
cosi precisato in lunghezza e direzione, sarà Telemento rappresentativo 
della quantità di movimento; si potrà quindi projettare, 'comporre con 
altri simili elementi, e decomporre al pari che si opera intorno alle ve- 
locità. Dell'uguale modo saranno stimate e rappresentate le impulsioni 
della forza agente sull'elemento materiale; e quando vi siano applicate più 
forze. Dell'apprezzare le impulsioni devesi intendere surrogata alle stesse 
la risultante. 

Adimque se si projettano sopra un asse fìsso il movimento del punto 
materiale e la forza che lo sollecita, si applicherà a queste projezioni il 
teorema precedente; perciò dinotando con e il coseno dell'angolo che la 
direzione della velocità v forma con l'asse, e^ quello di v^ , segnando con 
a il coseno dell'angolo tra la direzione della forza F e l'asse, si ha 

(2) mvt — mv^t^=^ I Fddt; 

e poiché la projezione Fa è eguale alla somma algebrica delle projezioni 
sullo stesso asse di tutte le forze applicate al punto mobile, si può tra- 
durre l'ultima ^[uaglianza nel seguente 

Teorema. — L'accrescimento della quantità di movimento projettato, in 
un intervallo di tempo 6 = / — ^^ , è eguale alla somma delle impulsioni 
elementari projettate (durante lo stesso intervallo di tempo) di tutte le for^ 
applicate al punto mobile. 
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1 30. Dietro le precedenti considerazioni si rende manifesto che noi 
possiamo prendere i momenti delle quantità di movimento e delle impul- 
sioni delle forze agenti sul punto mobile, sia per rapporto ad un punto, 
o centro fisso, se il movimento avvenga in un piano, sia per rapporto 
ad un asse in ogni altro caso, ed applicare a tale sorta di momenti muo 
ciò che fu gii stabilito in riguardo ai momenti delle forze, donde si deduce : 

Teorema. — // momento per rapporto ad un asse della quantità di 
movimento dietro un tempo finito t, sumato del momento della quantità di 
movimento all'istante Z^, t eguale alla somma dei momenti di tutte le im- 
pulsioni elementari, durante l'intervallo t — /^, della for:;ji agente sull'ele- 
mento materiale. 

Se vogliamo dimostrarlo direttamente, osserviamo che essendo X. le 
componenti della forza F secondo i tre assi coordinati, v^ quelle della 
velocità Vy x^ le coordinate della posizione del mobile alla fine del tempo 
/, e t;| , x] gli elementi corrispondenti all'istante t^ , si hanno l'eguaglianze 

d^x 

(3) ^. = ^'^7?"' 

donde derivano le seguenti tra le impulsioni e le quantità di movimento 
proiettate 

(4) mv^ — mv\= I Xidt'y 

d'altro canto i. momenti della forza F rispetto ai tre assi coordjiati 
Ox. sono 

quindi, aneso le (3), si hanno le seguenti equazioni differenziali, cioè la i* 

mxj^ — mx^d-^ = (XjX/— X^x^)dty 

e le altre due deducibili da questa con le sostituzioni circolari successive 
negl'indici (i 2 3); intej;rando le stesse tra i Umiti t^ t't del tempo, per 
la prima si ottiene 

e dalla stessa deduconsi le altre colle indicate sosdtuzioni. Pertanto, di- 
notati M . i momend rispetto ai detti assi, viene l'eguaglianza 

(6) M,{mv) — M,{mv')= f MXFdt), (i=i, 2,}X 

che costituisce il teorema sopra enunciato. 
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131. Passiamo ora alla considerazione di un sistema materiale com- 
posto da n -|- I punti, e preso in riguardo uno di essi, di cui sia w la 
massa, osserviamo che, oltre alla forza F che vi sia applicata, la quale 
potrà anche essere la risultante di più forze date, agiscono sul medesimo 
elemento le forze interiori /,,/,, •••>/« dirette verso tutti gli altri n 
punti; sia v la sua velocità al tempo i, v' al tempo t^ , projettando sopra 
un asse fisso il movimento del sistema, e tutte le forze che vi agiscono, 
dinotati e, e' i coseni degli angoli, che le direzioni di t; e t;' formano 
col dato asse, dinotati a, a^ , a^ , . . . , a^ quelli della forza F e delle 
menzionate forze interiori, rispetto allo stesso asse, si ha relativamente 
all'elemento in considerazione 



in 






Per un altro elemento sussiste un'equazione analoga, ed altre simili 
coesistono per tutti gli altri punti, sommando codeste n -|- i equazioni, 
attesoché ad ogni forza interiore /^ vi corrisponde la forza conjugata 
— /j eguale e contraria, e la somma delle projezioni di queste due forze 
sopra un medesimo asse è in ciascun istante nuUa, le forze interiori di- 
spariscono, e risulta 

(7) X^^*-Z^^'«' = Z fF^it, 

estendendosi il sommatorio Z ^ ^^ S^ elementi del sistema, il quale 
risultato puossi tradurre nel seguente 

Teorema. — U accrescimento delle quantità di movimento projettate sopra 
un asse fisso di un sistema materiale, durante un tempo finito = t — /^, 
t eguale alla somma, durante lo stesso tempo, delle impulsioni elementari 
delle for%e esteriori projettate sul medesimo asse. 

Le forze interiori non hanno dunque influenza sulla somma delle 
quantità di movimento projettate sopra un asse fisso. 

Applicando il teorema dei momenti delle quantità di movimento ad 
uno degU elementi costituenti il sistema materiale in considerazione, si 
ha l'equazione 

Mimv)—M{mv')= f M(Fdt)^ f M(J,dt)^ ...+ fM{fJi), 

in cui Af indica i momenti presi per rapporto ad un asse fisso qualunque, 
ed equazioni simili si hanno per gli altri n elementi; sommate tutte co- 
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deste equazioni, con osservare che le forze interiori sono a due a due 
eguali, e contrarie, laonde la somma dei momenti di esse forze conju- 
gate è nulla, ne deriva pel sistema materiale, ai cui elementi si estende 

il sonimatorio J]» 

(8) X^ifnv) -XMCmv') = X fMdFdi), 

risultato che si traduce nel seguente 

Teorema. — U accrescimento, in un intervallo di tempo finito 6 = t — t^, 
della somma dei momenti, presi per rapporto ad un asse fisso, delle quan- 
tità di movimento di tutti gli elementi costituenii un sistema tnaUriaU, 
eguaglia la somma dei momenti, presi durante lo stesso tempo 9 e per rap- 
porto al medesimo asse, delle impulsioni elementari delle for^e esteriori che 
agiscono su tutto il sistema. 

Riferito questo a tre assi coordinati ortogonali Ox^, ritenute le supe- 
riori indicazioni, distinguendo con Kndice i= i, 2, 3 le designazioni relati- 
vamente ad ognuno di questi assi, si hanno per l'equazioni (7), (8), pren- 
dendo successivamente ciascuno degli Ox. per asse fisso, 

(9) Z'"^» — Z^^i = Z / ^.•^^ 

t/'o 

(IO) 2:^*('«v)-z^j(««')==z/V(i''io. 

Tutto ciò che precedentemente si è svolto, si applica egualmente al 
caso in cui si prende per riferimento dei punti materiali e delle forze 
che li sollecitano un tetraedro fondamentale, stimandone le quantità di 
movimento e le impulsioni delle forze secondo i raggi di una stella ri- 
spettivamente perpendicolari alle facce del tetraedro; sussistendo parimenti 
le formole (1), (2), (6), (7), (8), (9), (io), esteso però Tindice i ai 
valori I, 2, 3, 4. 

IIL — Lavoro delle forze, forze vive. 

132. Sia A (fig. 58) un punto materiale sollecitato da una forza F, 
di cui la direzione e l'intensità sono conosciute, e supponiamo che questo 
punto dalla posizione A subisca per l'azione della forza uno sposta- 
mento A A' infinitamente piccolo, la cui direzione in generale non sta 
coincidente con quella della forza, projettando A A* su quest'ultima (fi- 
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rezione, ne risulta il segmento Aa^ che valuta lo spostamento del mobile 
secondo la direzione della forza. Si chiama lavoro dementare della jorTfi 
U prodotto FyC^Aa della sua intensità per lo spostamento projettato, questo 
y prodotto essendo preso col segno -|"> se la projezione 
dello spostamento ha la medesima direzione della forza, 

ossia quando l'angolo tra F td AA' sia acuto, e col 
segno — se ha direzione contraria, cioè se l'accennato 
angolo sia ottuso; dinotando con ds lo spostamento A A' 
(che in generale sarà un archetto di curva), e con oc il 
-4 coseno dell'angolo tra lo stesso e la direzione della forza 
F, il lavoro elementare va espresso per la formola 




(0 



FXdsoLzzzFoiy^ds, 



la quale dimostra anzitutto che a luogo di projettare l'elemento del cam- 
mino A A' suQa direzione della forza, si possa invece projettare questa 
sulla direzione del cammino descritto dal mobile, ed allora si dirà che il 
lavoro elementare è il prodotto dell'archetto descritto dal mobile per la com- 
ponente tangenziale della forzfl che lo sollecita, hai stessa (i) dimostra al- 
tresì che il lavoro è nullo, se Io spostamento sìa perpendicolare alla forza, 
ed è massimo quando lo spostamento avviene nel senso stesso della forza. 
Allorché il punto materiale percorre una trajettoria HK (fig. 59) 
sollecitato in ciascun istante da una forza F variabile in direzione ed in- 
tensità, si chiama lavoro totale della 
jor%a, corrispondente al passaggio 
del mobile dalla posizione A^ ad 
altra A, la somma dei lavori ele- 
mentari, che si ottiene decomponendo 
Varco percorso A^A finito in un 
numero infinitamente grande di parti 
infinitamente piccole A^A^, -^i -^a > 
il, ^ j , . . . , eguali od ineguali, cioè 
a dire: 

Se F^, f*,, f,,..., sono le 
forze successive, date in grandezza 
e direzbnì, agend sull'elemento 
materiale nelle porzioni A^, A^,A^f..., e sieno A^B^y Afi^ , AJi^^ . . . , 
le componenti tangenziali di ^'s:^^ forz^, il lavoro totale è il limite verso 
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il quale tende la somma 

A^A^ X A,B^ + ^,^, X A^B^ + A,A^ X A,B^ + ecc., 

crescendo indefinitamente il numero degji elementi A^ A^ , A^A^, A^A^ , ^. , 
di cui si compone l'arco percorso; l'espressione analitica di tale somma 
sarà l'integrale 






FoidSy 



in cui 5^ dinota l'arco della traiettoria che determina la posizione del 
punto mobile all'istante t^ relativamente ad un punto fisso / sulla stessa, 
ed 5 la lunghezza dell'arco a partire da questo punto, che determina la 
posizione del mobile al tempo /. 

133. Teorema. — Se pia jor%t agiscono sopra un punto materiale, il 
lavoro elementare della risultante è eguale alla somma algebrica dei lavori 
elementari delle for^ componenti. — Infatti, sappiamo che la componente 
tangenziale della risultante è eguale alla sonuna delle componenti tan- 
genziali di tutte le forze date, moltiplicando questa somma e la predeca 
componente della risultante per l'elemento ds del cammino percorso, ne 
deriva l'eguaglianza enunciata. 

Si può dimostrare analogamente che se si decompone l'elemento ài 
del canmiino in più direzioni, il lavoro dementare della jotTfi F èia somma 
algebrica dd lavori elementari di questa for^a corrispondenti a ciascuno dà 
menzionati spostamenti componenti considerato isolatamente. 

Con più generalità si può enunciare il teorema come segue: 

Se si decompone la forxfl R, che sollecita il punto materiale in un cerio 
numero n di for^e F, , F^, F^,..., e il cammino elementare descritto ds 
in m cammini e, , e^ , e^ , . . . , U lavoro elementare della R è la somma 
algebrica di tutti i lavori elementari, che si ottengono combinando successi- 
vamente ciascuna delle n for^e F^ con ciascuno degli m cammini e^. 

Riferito il punto mobile e la forza F che lo sollecita a tre assi coor- 
dinati ortogonali fissi x. , decomposta F in tre X^ secondo i detti assi, 
parimenti (i 5 in tre cammini t. parallelamente agli stessi assi, ed essendo 
x^ le coordinate della posizione del mobile al tempo <, saranno perdo 
t. =: dx.y il lavoro elementare della forza F si ottiene considerando suc- 
cessivamente le nove combinazioni delle X^ con le dxr^ ma poiché X^é 
perpendicolare a dx^, dx^, parimenti X^ a Jjc,, dx^, la X^ a dx^ e Jx,, 
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ed i rispettivi lavori sono nulli, non rimangono dunque a considerarsi 
che ì tre lavori X^ dx. (» = i , 2, 3), il lavoro elementare della F va 
dunque espresso per la formola 

(3) F<ids = XX,dx„ 
e pel lavoro totale si ha 

(4) fFads= f'XX^dx,. 

134. Riprendiamo (5 129) l'eguaglianza 

« dv 

che moltiplicata per h ds =^ vdt dà 

tnvdv = Fds^ 

Q se F non sia la forza tangenziale, nel secondo membro di quest'equa- 
zione devesi porre Foc in luogo di F; integrando la stessa fra i limiti 
t^ e t del tempo, e designata v^ la velocità che ha il mobile all'istante 
i^f risulta 

(5) mv* — mvl = 2 I Fads = 2 / ^X^dx^^ 

il sonunatorio, come nelle precedenti formole, va esteso ad i = i, 2, 3. 

Chiamasi for^a viva del punto materiale all'istante t il prodotto mv* 
della sua massa pel quadrato della velocità, che ha il mobile a quell'i- 
stante, quindi mt;* è la forza viva all'istante t^y e l'equazione (5) si tra- 
duce nel s^;uente 

Teorema. — V accrescimento della jor%a viva di un punto maUriale 
in movimento sotto V anione di una forzji F, durante un intervallo di tempo 
9 •= / — t^ qualunque, t eguale al doppio del lavoro della stessa for^a F 
durante questo tempo ^; e se il mobile sia sollecitato da pia forr^, Vaccre- 
scimento della for^^a viva sarà eguale al doppio della somma dei lavori di 
tutte le jor%e durante lo stesso intervallo di tempo. 

Consideriamo un sistema materiale, e sia v^ la velocità di uno dei 
suoi elementi all'istante t^ , in cui esso occupa una certa posizione A^ , v 
la velocità allorché occupa un'altra posizione A al tempo /, sieno altresì 
m la massa di esso elemento, F la risultante di tutte le forze agenti sullo 
stesso (esteriori ed interiori), a il coseno dell'angolo che la detta risul- 
tante forma con la direzione del movimento di detto elemento, ossia con 
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la tangente alla trajettoria descritta dal mobile, X^ le componenti di F 
secondo i tre assi coordinati, x. le ccordinate della posizione di detto 
mobile all'istante in considerazione, per lo stesso ha luogo la surriferìtai 
equazione (5); altra simile sussiste per ogni altro elemento, sicché som- 
mandole tutte, ne risulta pel sistema intero 

(6) 2:wv»-2:«»t;: = 2X f'F<tds = 2X fX^idx,, 

il segno 2I ^ primo membro di quest'equazione, e quello precedente 
all'integrale nel secondo membro, vanno estesi a tutti gli elementi del 
sistema, e la stessa equazione si traduce nel s^uente 

Teorema. — Per ogni sistema materiale in movimento V accrescimento 
della for%a viva totale, tra due posizioni successive, è eguale al doppio della 
somma dei lavori delle for^e, interiori ed esteriori, che agiscono sul sistema 
dalVuna alValtra delle due posizioni considerate. 

135. Si osservi intanto che se il sistema sia invariabile, il lavoro 
risultante dalle forze interiori è nullo; infatti, sieno Ay B due elementi, 
^ +/> — / 1^ ^^^ ^^^^ interiori conjugate dirette secondo k rettai 
AB (fig. 60) tra le posizioni dei due elementi all'istante I, avverandosi 
uno spostamento del sistema nell'intervallo di tempo infinitamente pic- 
fj'.rQ colo dty i due elementi prenderanno le posi- 

zioni A\ B' infinitamente vicine alle prime, 
sicché la retta A' B' formerà con ^£ un an- 
golo infinitamente piccolo, il cui coseno dino- 
tiamo e. Proiettiamo gli spostamenti A A', BE' 
dei due elementi in considerazione sulla retta 
AB, quindi si hanno A a per projezione dell'uno, e Bb per quella del- 
l'altro; ora, il lavoro della forza +/ esercitata da -4 su B, diretta se- 
condo BAy e eguale al prodotto f^Bb, ed il lavoro della forza — / 
esercitata da £ su di A, diretta secondo AB, è eguale a — jyC^Aa, e 
per la somma si ha 

f(Bb — Ta) = f(AB — ab), 




nu ab = A' B' 'X.t, e trascurando gl'infinitesimi di ordini superiori al 

primo si potrà porre 

ab=zA'B'; 

conseguentemente viene per la somma dei lavori delle cennate due forze 
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conjugate /(-4 jB — -^'5')> ^ quale risulta nulla allorché 



cioè quando i due punti materiali sono legati invariabilmente. Dunque 
per un sistema invariabile sarà nullo il lavoro delle forile interiori, a due 
a due considerate, quindi sarà nullo il lavoro di tutte codeste jor%e, e per 
l'equaxy)nt (6) si avrà da considerare soltanto le forT^e esteriori. 

Osservazione. — In riguardo ai corpi naturali, pei quali i vicende- 
voli legami fra le molecole sono tali da non rimanere inalterate le scam- 
bievoli distanze, le forze interiori non dispariscono nell'equazione delle 
forze vive, ciò che costituisce una differenza importante tra questa equa- 
zione e quelle, che sono la traduzione analitica degli altri teoremi gene- 
rali, pei quali le forze interiori vanno eliminate. Un'altra differenza nota- 
bile è che la somma ^ tn v* delle forze vive è una quantità sempre po- 
sitiva, per la quale in cons^uenza non occorre di avere riguardo alle 
direzioni delle velocità, ma soltanto alle loro grandezze, perciò il teorema 
delle forze vìve dà unica equazione, mentre quelli sulle quantità di mo- 
vimento projettate, e sui momenti delle quantità di movimento danno cia- 
scuno tre equazioni distinte, facendo uso di tre assi coordinati. 

Infine, uno dei caratteri distintivi del teorema .delle forze vive è 
quello di non fare intervenire esplicitamente la considerazione del tempo, 
introducendo solamente nell'uno dei membri della relativa equazione (6) 
i lavori delle forze, cioè a dire i prodotti Foids. Da tutte queste pro- 
prietà caratteristiche del predetto teorema ne derivano, nelle sue applica- 
zioni, importanti conseguenze. 

136. Si riferiscano i punti di applicazione e le direzioni delle forze 
ad un tetraedro, i cui elementi siano dinotati come in precedenti para- 
grafi; mettendo in relazione il lavoro di ciascuna forza F con quelli delle 
sue projezioni X. sopra ì raggi di una stella rispettivamente perpen- 
dicolari alle facce £. del tetraedro, fra le quali forze projettate X^ , la F, 
ed i seni \ d^li angoli, che k direzione di F forma con le indicate 
facce, sussistono le relazioni (13), (14) del S ^^7> sdl'equazione (3) del 
§133 devesi sostituire la seguente 

(7) Fads = ZX,J*, - XiX,dx, + X,dx,)cosD„, 

in cm è da estendersi il primo sommatorìo ^ ai valori di i = i, 2, 3, 4, 
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il secondo ponendo pel gruppo hk degl'indici tutte le combinaaoni bi- 
narie semplici dei numeri (i 2 3 4)^ e pel gruppo uv a coppie le com- 
binazioni complementari; osservando inoltre che fra gli^ spostamend dx^ 
del punto d'applicazione P della forza F e delle X. , al pari che per queste 
forze projettate, sussistono l'equazioni 

(8) I.B,X, = o, XBidx, = o. 

Per dimostrare l'esattezza della (7) si osservi che applicando il teo- 
rema del § 133 ai lavori delle X^, che vengono surrogate alla F, devoasi 
combinare ciascuna di esse forze projettate con gli spostamenti infima- 
mente piccoli dx, del punto P, stimati secondo le direadoni delle mede- 
sime forze surrogate, cioè la X, coi quattro spostamenti dx^ , — dx^cosD^t 
— dx^cosD^^f — dx^cosD^^, e cosi per le altre; dalla somma di tutd 
codesti lavori parziali ne deriva l'espressione del secondo membro dell'e- 
quazione (7), estesa come si è detto. 

In conseguenza di essa equazione alla (4) del dtato § 1 3 3 va sosti- 
tuita la seguente 

(9) fFads= fj,X,àx,- rXiX,dx,-\-X,dx,)cosD„, 

v'o t/'o t/*o 

alla (5) del § 134 si surroga 

mv* — tnvl = 2 I Focds 
(io) { , J'o 

= ^£1^^^^^ - ^Xl(^*^^* + X,dx,)cosD„, 
e parimenti alla (6) di detto § si sostituisce quest'altra 

(il) ^ 

= *Z TZ^i'^*.- - ^X rXiX,dx, + X,dx,-)cosD„, 

J'o J'o 

il segno ^ al primo membro di quest'ultima, e quello che precede agl'in- 
tegrali nei secondi membri, vanno estesi a tutte le forze agenti sul sistema 
materiale in considerazione. 

L'espressioni precedenti si semplificano più o meno considerevol- 
mente, a seconda della scelta opportuna del tetraedro fondamentale; se 
si prende, ad esemplo, il tetraedro r^olare, il cui lato si assume per 
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unità, tutti i cosD^^ sono eguali ad — , qumdi si ha 

X(X,dx, + X,dx,)cosD^ = -jX(X,dx, + X,dx,y, 

e se si prende il tetraedro col triedro al vertice 4 trirettangolo, ed a spi- 
goli eguali all'unità, talché la faccia 5^ è un triangolo equilatero, col lato 
^uale a j/J, vengono 

cos D^^ = cos D^j = cos D^j = , cos D^^ = cos D^^ = cos D^, = -y= , 

e di seguito risulta 

X(X,dx,-\-X,dx,)cosD„ 

= ^[XJx^-\-X^dx,-{.XJx^-\-X^dx, + X^dx^ + XJx,]. 

137. Allorché tutte le forze sono dirette in un medesimo piano, e 
si riferiscono le loro direzioni e i punti di applicazione ad un triangolo 
tracciato nello stesso piano, i cui elementi si designano come in prece- 
denti paragrafi, mettendo in relazione il lavoro di una forza F con quelli 
delle sue projezioni X^ (i = i, 2, 3) sopra i raggi di un fascio rispet- 
tivamente perpendicolari ai lati l. del triangolo fondamentale, fra le quali 
forze projettate, la /^, ed i seni X. degli angoli che la direzione della F 
forma coi detti lati, sussistono le relazioni (25), (26) del S ^^o, poiché 
per la determinazione dei lavori delle X^ devonsi le stesse combinare con 
gli spostamenti del punto d'applicazione P, stimati secondo le direzioni 
dei raggi del sudetto fascio, i quali sono dx, , — dx^cosf^y — dx^cosf^ 
rispetto alla X, , e cosi per le altre, in luogo dell'equazioni (3), (4) del 
§ 133 si hanno rispettivamente 

(12) Fads = X^M - X(X,dx, + X,dx,)cosf„ 

(13) f'F<tds= fj,X,dx,^ f'X(X,dx, + X,dx,)cosf„ 

estendendo il primo sommatorio ad i = i, 2, 3, ed il secondo dando al 
gruppo bk degl'indici successivamente le combinazioni 23, 13, i 2 ed ac- 
coppiandovi cos/,, cos/^, cos/^, osservando al tempo stesso che fra gli 
spostamenti elementari Jx., al pari che fra le forze projettate X^ sussi- 
stono le relazioni 

(14) Z'i^. = o> ZM^. = o, (f«i, a, 5); 

F. CàLDAftiKA. — MecMHua. 25 
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e nel caso in esame invece deirequazioni (5), (6) del § 134 si hanno 



m 



('5) 



v* — mv* == 2 / Foid, 



(16) 



= 2 fx.dx. — 2 / iX^dx^ + X^àx^cosfi, 

</<o </<o 

= 22: fx^rf*, - 22: Ax^rf*» + X,dx,)cosf,, 



il segno 5] al primo membro della (16) e quello precedente agl'integrali 
nei secondi membri va esteso a tutti gli elementi del dato sistema. 

Le stesse (12), (13), (15), (16) possono rendersi più semplici con 
la convenevole scelta del triangolo fondamentale; sia preso, per es., il 
triangolo equilatero pel quale si ha 

cos/, = cos/, = cos/j = ^ , 

ne risulta 

X(X,dx, + X,dx,)cosf, = -^X(.^,dx, + X,dx,-). 



138. La denominazione di forza viva, attribuita al punto materiale, 
od al sistema materiale in movimento, è impropria; ebbe origine all'oc- 
casione della tanto contrastata antica questione intorno alla misura della 
forza di un corpo in movimento per la quale, alcuni pretesero misurarla 
col prodotto mv della massa e della velocità, altri col prodotto mv^ della 
massa e del quadrato della velocità, adottando l'espressione di forza viva, 
colla quale intesero designare la forza di un corpo animato da un certo 
movimento; ma la proposta di tale questione era viziosa, e l'espressione 
forza di un corpo in movimento non ha per se stessa senso preciso. La 
forza è la causa per modificare lo stato di riposo o di movimento di un 
punto materiale, ed in questo movimento devonsi considerare due de- 
menti, tutto affano differenti tra loro, la massa e la velocità; finché la 
velocità conserva la sua direzione e la sua grandezza primitiva, la forza 
è estranea al fenomeno; solo allorché la velocità cangia, sia in grandezza, 
sia in direzione, ovvero in grandezza e direzione ad un tempo, avviene 
l'intervento della forza che produce le variazioni osservate, questa forza 
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non appartiene al corpo^ esso la subisce; quale fondamento ha dunque 
la domanda di sapersi che cosa sui la forza del punto materiale in mo- 
vimento, e come debba misurarsi? 

n prodotto mv non definisce una forza propriamente detta, ma 
esprìme l'impulsione della forza, quantità complessa eguale al prodotto 
della forza per la durata della sua azione; né la parola for^a viva attri- 
buita all'espressione mv* dinota ima forza propriamente detta, questa 
quantità equivale ad un lavoro della forza, cioè a dire al prodotto della 
stessa per un certo spazio percorso dal suo punto di applicazione. 

La locuzione « far^a di un corpo in movimento » è oramai cancel- 
lata dal vocabolario della scienza, e la denominazione di for:ia viva avrebbe 
dovuto esserlo egualmente, tuttavia p*r uso abituale si mantiene anche 
oggidì, perù ninno equivoca il vero significato; l'espressione tifor^a viva » 
non è altro che un modo usuale di dinotare il prodotto mv^y e l'idea 
di forza resta estranea. Gli antichi intendevano per for:^a viva l'opposto 
di quella che dicevano for^a morta, cioè per essi le forze morte erano 
le forze della statica, e le forze vive quelle producenti un movimento 
effettivo; dividevano altresì le forze in attive e passive, per le prime de- 
signavano le forze moventi, e dicevano forze passive le resistenze o rea- 
zioni degli appoggi fissi, e l'espressione resisten^^a passiva si mantiene 
anche al giorno d'oggi; però è da notarsi che tutte codeste locuzioni vi- 
ziose, e vaghe, salvo poche eccezioni, sono oramai abbandonate. 



CAPITOLO TERZO, 

CENTRI DI GRAVITÀ. 



L — Nozioni, formole generalL 

139. La proposizione dimostrata nei §§ 105, 107, cioè che avendosi 
più forze parallele applicate a vari punti di un sistema invariabile, la ri- 
sultante è una forza paralleb alle date, eguale alla loro somma, il cui 
punto di applicazione rimane lo stesso comunque s'inclini la direzione 
comune delle forze, e le loro grandese, purché rimangano invarìad i 
rapporti di grandezza delle stesse prese a coppie, e fissi i loro punti di 
applicazione, si applica direttamente ai corpi soggetd all'azione della gra- 
vità; perciocché, le molecole di tutti i corpi dintorno al nostro globo sono 
tutte animate dalla detta forza, tendente a farle cadere perpendicolarmente 
alla superficie terrestre, la quale per luoghi poco lontani si mantiene sen- 
sibilmente costante; laonde in un corpo di piccole dimensioni comparativa- 
mente a quelle della Terra, l'azione della gravità sulle sue molecole co- 
stituisce un sistema di forze parallele, la cui risultante, ossia la somma 
delle azioni di essa gravità su tutte le molecole determina il peso del corpo. 

Se questo corpo si possa considerare come un sistema materiale in- 
variabile, esiste in esso un punto unico (centro delle forze parallele), pd 
quale passa la risultante delle predette azioni, doé il peso del corpo, qua- 
lunque sia la sua situazione, punto che si chiama il centro di gravità dd 
corpo, o con equivalente locuzione il baricentro. 

Attesoché la gravità opera indistintamente su tutte le sostanze in 
proporzione alle masse (§ 88), si scorge facilmente che il centro di gra- 
vità di un corpo trovasi nel punto, dove sarebbe necessario applicarvi 



CAP lU. — CEHTRI DI GRAVITÀ. I97 

una forza, la quale decomposta in tante altre parallele, agenti su tutte le 
particelle del sistema in proporzione delle loro masse, equivalga all'azione 
della gravità, ovvero una forza atta a distruggere il movimento del si- 
stema, supposte tutte le sue particelle dotate di una velocità comune; per 
questa ragione si è dato al centro di gravità anche il nome più generale 
di cerUro di massa, o d'inerzia. 

I corpi costano di molecole distinte e separate, ed ogni molecola è 
pure composta di atomi distinti, e separati da intervalli infinitamente pic- 
coli; il numero delle molecole comprese in una piccola parte del corpo 
di volume Vy sia pure piccolissima, è grandissimo; dinotando con m la 
somma delle masse di tutte queste molecole, si può riguardare la densità 
media p di essa portone del corpo come data del rapporto m : v. La den- 
sità sarà eguale per tutto il corpo, se il rapporto m:v sarà costante in 
mtto il volume, cioè se tutte le sue parti sieno egualmente composte, e 
perciò dicesi omogeneo; sarà invece variabile, se il rapporto m : v cangia 
da una pane all'altra, cioè se il corpo è eterogeneo; quando le variazioni 
del rapporto m : v si succedono per gradi continui, si potrà riguardare la 
densità p del corpo come una funzione delle coordinate che determinano 
il luogo del piccolo volume v. 

140. Centri di gravità dei scudi invariabili.— Supposto il corpo 
diviso in un numero infinitamente grande dì particelle, potremo consi- 
derare la massa m = p t; compresa in ciascuna particella come riunita 
nel centro di figura del volume v, ed in esso quindi applicato il suo 
peso p\ indicando con x,. le coordinate cartesiane di questo centro, con 
P il peso e con M la massa di tutto il corpo, con ^^ le coordinate del 
centro di gravità, avremo per la formola (7) del § 105 



i 



• ^ D * 



ovvero, se g dinota Faccelerazione dovuta alla gravità, poiché p :zz mg, 
P = Mgy ne deriva 

dv essendo il volume elementare indicato sopra con v, e ponendosi suc- 
cessivamente t = I, 2, 3 si dedurranno l'espressioni delle tre coordinate 
del centro di gravità del corpo in considerazione. 
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Questa forinola si conserva della medesima forma, allorché tutti i 
punti materiali costituenti il corpo sìeno riferiti ad un tetraedro fonda- 
mentale, in tal caso però si dovrà porre 1 = 1, 2, 3, 4 per dedurne le 
quattro coordinate tetraedriche, e fra le stesse ^.^ come per le x^ di 
dascun punto materiale, sussisterà l'equazione (6) del § 3 più volte ri- 
cordata. 

Allorché la densità p varia per gradi continui, i valori delle somme 
indicate ^ si accostano tanto più a quelli, che si ottengono cambiando 
le somme stesse in integrali, quanto più piccoli sono i volumi elementari 
dv, intendendosi estesi gl'int^raU a tutto il corpo, e quindi i loro limiti 
dipendendo dalla forma deUa sua superficie; a conseguire poi con più fa- 
cilità le relative integrazioni, secondo i casi, gioverà il modo di dividere 
il volume del corpo in volumi elementari. Codesta divisione si ottiene 
sempre mediante un triplo sistema di superficie traversanti il corpo, c^ni 
sistema essendo costituito da una famiglia di superficie molto ravvicinate 
le une alle altre, e sei di tali superficie, a due a due appartenenti a cia- 
scuno dei tre sistemi, con le scambievoli intersezioni determinano il vo- 
lume elementare dv. 

Osserviamo infine che se il corpo su di massa omogenea, essendo 

p costante, essa quantità sorte dai segni ^ tanto al numeratore quanto 
al denominatore della (i), e quindi va eliminata. 

141. LiKEE E PIANI BARiCENTRia. — Si chiama linea baricentrica di 
un solido invariabile, ogni linea passante pel suo centro di gravità, pari- 
menti si denomina piano baricenirico ogni piano che passa pel detto punto; 
e ne segue che se per un dato corpo fosse possibile tracciare due linee 
baricentriche, o tre piani baricentrici, od una linea ed un piano baricen- 
trici, la scambievole intersezione di questi elementi determinerebbe diret- 
tamente il centro di gravità; ed allorché riesce facile tracciare soltanto od 
un piano barìcentrico, od una linea baricentrica, la ricerca del centro di 
gravità si troverà semplificata, occorrendo nel primo caso k determina- 
zione di due coordinate nel menzionato piano, e nel secondo che si de- 
termini suUa cennata linea la posizione del centro di gravità relativamente 
ad un punto fisso di riferimento preso suUa medesima. 

Quando il sistema é omogeneo, ogni asse di . simmetria della sua 
figura sarà una Unea baricentrica, e parimenti sarà piano baricentrico c^ 
piano di simmetria, queste rette e questi piani valgono in conseguenza 
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alla determinazione del centro di gravità del sistema, e se il medesimo 

ha un centro di figura, tale punto è altresì il suo centro di gravità. 
Consideriamo ad esempio un tetraedro AB CD (fig. 61) di massa 

omogenea, il piano mediano di un diedro è un piano di simmetria, quindi 

n è piano baricentrico; parimenti è asse 
di simmetria, perciò asse baricentrico, 
la retta congiungente un vertice col 
punto della faccia opposta, in cui con- 
corrono le mediane di essa faccia; 
conseguentemente il baricentro della 
figura si trova all'intersezione comune 
dei piani bisettori dei suoi diedri, che 
è pure punto di scambievole interse- 
zione degli assi anzicennati; a deter- 
minarlo basta condurre pel vertice D 

e il sudetto centro di figura della base ABC h retta D 0, sulla quale 

si segnerà il punto G distante — DO z partire da 0. 

4 




IL — Forinole speciali per la determinazione dei centri 

di gravità dei solidi invariabili. 



142. Riferendo il sistema a tre assi coordinati ortogonali OX. 
(s = I, 2, 3), se per la scomposizione del volume del solido si pren- 
dono fasci di piani rispettivamente paralleli ai piani coordinati ravvicinati 
fra loro per distanze infinitamente piccole, i volumi elementari saranno 
parallelepipedi rettangoli con gli spigoli dx^ rispettivamente paralleli agli 
assi OX., sicché dv =^ dx^dx^dx^y e se la densità p varia in conti- 
nuità, il segno ^ nella (i) del § 140 si commuta in integrale triplo, 
quindi si ha per le coordinate del centro di gravità 



(0 



^ ^ J\fJ\x^dx^dxJx^ 



Questa formob sassiste qualmente, se gli asà coordinati sieao ob- 
bliqui, e à scomponga volume del solido con piani paralleli ai piani 
coordinati; giacché, in tale caso le x-, X, valgono egualmente, come si 
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notò nel ^ 140» e quanto al volume elementare dv, essendo un paral- 
lelepipedo obbliquo coi tre spigoli contigui dx., dinotato S il seno dd 
triedro col vertice all'origine costituito dagli assi OX-, hz per espres- 
sione dv = Sdx^dx^dx^y ma 5 va eliminato, e la formola pel calcolo 
delie ^. rimane nell'identica forma (i). 

La medesima forma si mantiene anche identica, prendendo per rife- 
rimento un tetraedro; perciocché, come si rilevò nel § 140, le x-y ^■ 
possono essere coordinate tetraedriche, solo che si diano ad i successiva- 
mente i valori I, 2, 3, 4, e pel volume elementare dv si osserva che, 
prendendo i tre spigoli di uno dei triedri del tetraedro fondamentale per . 
tre assi coordinati OX,, OX,, OX^, quelli per es., dinotati D^,, D^y '^ 
D^ del triedro col vertice 4, e scomposto il volume del solido con piani 
paralleli a quelli del detto triedro, dv sarà un parallelepipedo obbliquo 
con gli spigoli paralleli a quelli del ripetuto triedro; laonde dinotate ^- le 
coordinate di qualsiasi punto parallele agl'indicati assi OX-, si ha come 
precedentemente dv ==SdK^d^^d^^y intanto come per le notazioni (i) 
del § 38 essendo $,,, S^,, S^^ i seni degli angoli d'inclinazione dei su- 
detti tre spigoli del tetraedro sulle rispettive facce £, , 5^, 5^, è fadle 
rilevare che tra le coordinate tetraedriche x, , jc^, x^ del punto in con- 
siderazione e le obblique C., ^^9 C, anzicennate passano le relarioni 

quindi si ha ^v 

dv = Sdx^dx^dx^ii^^i^^^^^y 

ed introdotta questa espressione nella (i) del ^ 140, risulta la mede- 
sima (i) del presente paragrafo in coordinate tetraedriche, e nella quale 
si porrà come si è detto i = i, 2, 3, 4. 

143. Per un'applicazione proponiamoci di trovare il centro di gra- 
vità dell'ottava parte di un ellissoide a tre assi, omogeneo, limitata dai 
piani principali; dinotiamo 2 a. gli assi principali, presi rispettivamente per 
gli assi coordinati, sicché l'origine dei medesimi sia al centro stesso 
dell'ellissoide, quindi avendosi per l'equazione della sua superfide 



i(ty=- 



(i = I, a, jX 



ovvero 
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posto ì!i.z=x.:a.^ S' = i — ^J , e per equazione dell^ellisse risultante 
dall'intersezione col piano X, X^ perciò si ha 

Essendo l'ellissoide omogeneo, quindi p costante, come sì notò in fine 
del 9 140, va eUroinata, e si ottiene l'espressioni seguenti per le coor- 
dinate del richiesto centro di gravità 

delle quali, com'è manifesto, due derivano dall'altra mercè le sostituzioni 
circolari successive nel gruppo (123) degl'indici; prendiamone a consi- 
derare l'una di esse, la prima, per es., e poiché il variare di C3 è tra 

zero e V'i' — C* , integrando per d C ^ risulta 

il variare della C, è tra zero e X, e stantechè / ^V — 2[*iC, = — J^*w, 

•/o 4 

viene 

infine, variando C, tra zero e -}- i, dappoiché 



jTo - w,dK, =j-. Al - o^c. = f , 



risulta 



5. = 4-^,- 



8 
Si potrebbero trattare analogamente le altre due espressioni (e) per 
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conseguirne le ^^ , ^^ , ma poiché dall'una di codeste espressioni si passa 
alle altre due mediante le indicate sostituzioni negl'indici, dò che importa 
di sostituire ad a, successivamente a^yU^y s'inferisce che tutte tre le coor- 
dinate richieste sono comprese neUa formola 



('O 






8 



(i = I, 2, }). 



144. Talvolta, per la facilità delle int^azioni, specialmente pren- 
dendo l'origine delle coordinate dentro il corpo, giova scompartirne 
il volume nel modo che segue: 

Condotta per una retta a piacimento, si prenda la stessa per 
l'asse OXj (fig. 62), ed altresì per l'asse di un fascio di piani spanti 
il corpo, i quali lo scomporranno in pezzi cuneiforme; l'uno di codesti 

J^5 




piani, AOCj per es., si consideri come piano principale, il quale va 
segato dal piano condotto per perpendicolarmente ad OX^ secondo 
la retta OX,, ed a questa nel medesimo piano ultimo indicato si con- 
duca la perpendicolare OX,, saranno cosi determinati i tre assi coordi- 
nati ortogonali X., In coesistenza al detto fascio di piani consideriamo 
una serie di superficie sferiche concentriche in 0, le quali scomporranno 
il corpo in istrati sferici concentrici; infine, supponiamo essere coesistente 
alle predette una serie di coni circolari col vertice comune in 0, ed 
aventi tutti per asse la OX^, i quali scomporranno il corpo in istrati 
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conici coi medesimo vertice in 0. Mediante questa triplice serie di super- 
fide un volume elementare dv del corpo risulta limitato da due facce 
piane, da due facce sferiche, e da altre due coniche, quest'ultime e le 
prime, prolungate, s'incontrano scambievolmente in 0. 

Ora, considerato uno dei vertici M di tale volume elementare, lo 
stesso può essere determinato o dalle coordinate x., o dalle coordinate 
polari r, 6, 9 (§ 26), cioè dal raggio vettore OM = ry dall'angolo 
MOX^ = 6, tra il detto raggio e l'asse OX^, il quale può variare da 
o a IT, e dall'angolo f misura del diedro compreso tra il piano princi- 
pale XfiX^ e il piano del suindicato fascio passante per M, il quale 
angolo f può variare da o a 2 77; e queste coordinate r, 0, 9 sono legate 
alle X. per le relazioni (13) del citato § 26, cioè 

(2) jc, = r cos 9 sen 6 , jc, = r sen 9 sen 6 , x^ = r cos 6; 

il volume elementare anzicennato, rappresentato da MM' M" M*"NN' 
N" N'" (fig. 63), trascurando infinitesimi di ordine superiore al 3**, si 
può valutare come un parallelepipedo rettangolo di dimensioni 

/ir^éJ MW'^ = rdò, 



MTL 



>•*• 




AfM' = r sen6i9, 

la cui espressione è quindi 
(3) dv = r*sen6Ì9d6dr. 

Introdotta la stessa e le (2) nella (1) del § 140, e commutati i 
sommatorì X ^ integrali tripli, distinte altresì le $., si hanno 

5,= f f ffr^stti'^cosffdtfdidr: f f ffr'sQn^dtfd^dr, 
(4) U^= f f ffr^sea^^sttì^dtfdidr: f f ffr^s&iòdtfd^dry 

$j= f f ffr^stn òcos^dtfdidr: f f ffr^ seni dffd^dr. 

Applichiamo queste formole alla determinazione del centro di gra- 
vità di im emisfero di raggio a, la cui densità varia con la potenza n"* 
della distanza r di ciascun elemento dal centro ; a tale oggetto si prenda 
lo stesso centro dell'emisfero per origme delle coordinate, il piano 
della base per piano X, X, , e poiché p = i r% essendo k una costante, 
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I , 

i 



volendosi determiiuire la ^^ si ha 

int^rando rispetto ad r, tra i limiti r = o, r = £i, si ottiene 
5j = lila f 1 seno cosò dff dò: j isenòdffdò, 

e questa integrata rispetto a f , tra i limiti zero e 2 ir, di 

l^ = ^f-^a AenOcosede: f seno dò, 

infine integrando quest'ultima rispetto a 6, tra i limiti 6 = 0, ' = -r-» 
risulta 

la quale espressione per n=o, ossia per un emisfero omogeneo diventa 

Si rileva agevolmente dover essere nulle le altre due coordinate $, , 
^,> giacché integrando le rispettive (4) relativamente a f, poiché 

J/»3ir /«air /«air 

' (2^ = 217, / cosf£^f = o, / sen^dff=:o, 

risultano ^, = ^^ = o; ciò che altronde era facile a riconoscersi, osser- 
vando che per le poste condizioni le masse dei vari elementi trovane 
disposte simmetricamente dintorno ad OX^, questo é dunque un asse 
baricentrico, e sul medesimo quindi si trova il centro di gravità dell'& 
misfero in considerazione. 

145. Scudi di rotazione. — Intendesi per soUdo di roiazùmt o^^ 
il cui volume viene generato da un'area piana, circoscrìtta da un contorno 
non intrecciato, la quale ruota intorno ad un asse OX^ nel suo piano, 
non traversante l'area; a questo modo, ogni elemento dell'area genera- 
trice con la sua rotazione costituisce un anello circolare di ^uale massa, 
sicché le masse elementari del corpo saranno disposte si&ttamente, che 
mtte le molecole sopra uno stesso parallelo abbiano una medesima den- 
sità, quindi OX, é un asse baricentrico, sul medesimo in conseguenza 
si trova il centro di gravità G del solido, e basta decenoiname la soh 
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coordinata l^ contata su codesto asse OX/, quanto alla figura dell'area 
generatrice, generalmente suole considerarsi in due condizioni cioè : o che 
sia limitata (fig. 64) da due ordinate estreme corrispondenti alle ascisse 
00=- e, OH=ihy essendo l'asse di rotazione preso per asse delle 

ascisse, e dalle due curve MN, M'N', le 
quali in coordinate rettangolari abbiano per 
equazioni 

ovvero, che sia limitata (fig. 65) da due 
j^ raggi OMy ON corrispondenti agli angoli 
C Òl H • a, p rispetto all'asse polare X^ , che è lo 
stesso asse di rotazione, e dalle due curve MNy M'N'y date in coor- 
dinate polari per l'equazioni 

r = <p(e). r = K«). 

a) Considerato il primo caso, doè il solido generato dall'area nelle 
condizioni della figura 64, sia la stessa scomposta in rettangoli infinita- 
mente piccoli coi lati rispettivamente paral- 
leli agli assi coordinati, essendo perciò x, , x^ 
le coordinate di un vertice p di uno di co- 
desti rettangoli elementari, e l'area perciò 
espressa da dx^dx^\ g^ando lo stesso at- 
torno l'asse, descriverà un anello, il cui vo- 
lume è 

dv = w[(x, + dxj" — x^dx,, 

ossia 

dv = iTcx^dx^dx^y 

trascurando gl'infinitesimi di 3® ordine, e il centro di gravità di questo 
anello, che trovasi sull'asse OX,, si può considerare, senza errore sen- 
sibile, come determinato dalla coordinata x,, quindi dinotata con p la 
densità di detto anello, per la formola (i) del § 140, posto i = 1, e 
commutando i sommatori ^ in integrali doppi, supposto che p vari in 
continuità, risulta 

(5) l^ = JJ?x,x^dx^dx,:JJfxJx^dx,, 

8^'int^ali essendo presi tra i limiti e ed ib per l'asdssa x, , ed x^=r (x.), 
X, = ij/ (x,) per l'ordinata. 
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Se il solido sia di massa omogenea, fatta una prima integraàoQe 
si ha 

e se l'area generatrice si estende sino all'asse di rotazione, cGguisachè sa 
^ (jc J = o, rimettendo la x^ in luogo di f (x,), si ha 

(7) i^= J xlxjx^ij x^dx^. 

b^ Consideriamo, in secondo luogo, il volume generato da un'area 
qual'è significata dalla figura 65, e s'immagini la stessa scomposta in qua- 
drilateri infinitamente piccoli, mediante archi di cerchi concentrici in 0, 
e raggi tirati dallo stesso polo; perciò, se r e sono le coordinate po- 
lari di un vertice p di uno di essi quadrilateri, l'area dello stesso si può 
riguardare, al limite, come un rettangolo di dimensioni r dò, e Jr, quindi 
espressa da rd^dr; la medesima girando attorno l'asse descrìverà un 
anello, il cui volume, trascurando infinitesimi di ordine superiore al se- 
condo, è dv = 2wr*sen6 J6ir, avente il centro di gravità sull'asse al 
punto corrispondente alla coordinata x, = r cos 6, sicché in forza della 
formola (i) del § 140, con i=i, t commutando i segni sommatoriÌD 
integrali doppi, viene 

(8) 5,= rrpr'senecosejeir: i ifr^seaòdòdry 

dovendosi prendere gl'int^rali tra i limiti oc e ^ rispetto a 6, ed r=:?(S)» 
r = <j/ (6) per rapporto ad r. 

Per un solido omogeneo, eseguite le nitrazioni rispetto ad r, si ha 

(9) e, = -^r[?(5)'-Wlsenecoseie: r[^' — ^']sea^J»] 

e se l'area generatrice si estende sino al polo O, avendosi in tal caso 
^ (6) = o, rimettendo r a luogo di 9 (6), viene 

(io) 5, = — / r^senOcosOdO: /resene ^6. 

146. Per applicazione deUa formola (7) procediamo alla determina- 
zione del centro di gravità di una porzione di un paraboloide omogeneo, 
essendo l'equazione della curva generatrice x^ = 4 /) x^ , dinotato pif^' 
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rametro, e supposta che la porzione del solido sia limitata tra due piani 
perpendicolari all'asse, corrispondenti alle ascisse x, = e, x, = hy sicché 
si ha 



/*^'*-/ 



es^uite le integrazioni risulta 

g _ 2 fe^ — g^ _ 2 c' + cfc + y 
^^ ^-- 3 fc»_c^- 3 c + Jb ' 

posto e = o, ne deriva pel centro di gravità di un segmento di parabo- 
loide ad una base 

Per applicare la (io) cerchiamo il centro di gravità di un solido 
omogeneo generato da un settore parabolico compreso fra due raggi, IV 
quazione del raggio vettore essendo 

r =/):(i -|- costì), 

in cui /) dinota il parametro, e si ha per la citata formok 

- _ 3 / ^sen0cos0<i6 / ^ seaòdò 
^' ~ 4 ^ Jf» (i + cosey Vp (i + COSO)' ' 
ma poiché 



/ senBde _ i Ci 

(i + cosey ~ 2(i + cosO)*' J ' 



risulta, dietro riduzione. 



. p 3(i4-cosa)(i-}-cosp)(cosflt-}"<^^sP) — 2(cosa — cosP)* 

' 4 (i + cosa)(i-|-cosp)(2-}-cosflt-}-cosP) 



in. — Centri di gravità delle superficie. 

147. SupERnaE IH GENERE. — Quantunque in natura non si hanno 
che corpi a tre dimensioni, ed in cons^uenza la ricerca dei centri di 
gravità non possa realmente riguardare che i solidi, mttavia giova nelle 
applicazioni tenere conto dei centri di gravità delle superficie e delle linee 
come se fossero corpi pesanti, cioè a dire : si considera la superficie co- 
stituita da un complesso di punti materiali pesanti legati in sistema inva- 
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rìabile su di una data superficie geometrica, od altrimenti come uno strato 
solido di spessezza costante infinitamente piccola, al quale fa base una 
superficie geometrica; e le linee pesanti si riguardano come complessi di 
punti materiali pesand in sistema invariabile, succedendosi secondo dire- 
zioni date da linee geometriche, ovvero che una linea pesante sia un filo 
dlindrìco solido, di seàone costante infinitamente piccola, avente per asse 
una linea geometrica data. 

Ciò posto, se si riferisce la superficie S in considerazione a tre assi 
coordinati ortogonali X. , e si dinoti f(x^ , x, , x^) = o la sua equa- 
zione, supposto che la medesima sia decomposta in quadrilateri infinite* 
simali, e dinotate x. le coordinate di un vertice di uno di codesti qua- 
drilateri, a la sua estensione, si ha 

essendo 

^' dx/ ^» dx, 

i coefficienti differenziali dedotti dell'equazione /(x, , x, , x^) = o, col 
considerare la x^ quale variabile funzione; dinotata poi e La spessezza co- 
stante dello strato, si avrà 

dv = fTt = eix, dx^Vi+p]+pl, 

ed introdotta questa espressione nella (i) del § 140, conomutati i som- 

matori ^ in integrali doppi, supposto che la densità p vari in continuiti, 
ne derivano per le coordinate del centro di gravità della detta superficie 
l'espressioni, con »= i, 2, 3, 

(0 l, = ff?x,dx^dxJi+p] + pl:JJfdx,dxJi-\-p]+p\, 

gl'integrali dovendosi estendere ai limiti determinati dalla projezione del 
contorno della superficie sul piano X^OX,, la quale ha per equazione 

Si cerchi, per es., il centro di gravità dell'ottava parte di una sfera 
omogenea di raggio a, avente per equazione 

x: + xl + x] = a\ 

quindi la projezione del suo contorno sul piano XjOX^ abbia per equazione 

le quali due equazioni, posto C; = x. : a, i — Cj = S'> si commutano 
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rispettivamente neUe s^uentì 

in forza della prima risulta l^i + pj + pi = i : Cj , quindi per la (i) 
si hanno 



^■-ir-^-ff'-^ 



^■-ir-^-ir^ 



e poiché le prime due espressioni si scambiano a vicenda con lo scambio 
delle X^^y ^2 y e con tale scambio la prima (a) rimane inalterata, si desume 
essere 5^ = 5,; intanto l'integrale 

attesoché per la seconda (a) la C^ può variare da zero a ;^$, e nella 
ricerca attuale da zero a -}*^, dà 

quindi per le ^,, ^^, essendo altresì 

si hanno 

il variare di C, è tra zero e + i, e stanteché 

risultano infine 



148. Superficie di rotazione. — Se la superficie é descrìtta da una 

F. Calsaubra. — MccMiNM. 27 
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curva piana MN (fig. 66) girante attorno Tasse OX, nel suo jMano, che 
non la interseca, e preso per uno degli assi coordinati ortogonali, sìa 

/(^i > O = ^ Tequazione di essa 
curva, considerandone della stessa 
una porzione compresa tra le due 
ordinate corrispondenti alle ascisse 
OC=c^ OH=-by si può supporre 
divisa in zone infinitesimali, me- 
diante piani perpendicolari ad OX^ , 
Ja.1 e per le premesse è evidente che 
tanto il centro di gravità della por- 
tone finita della superficie, quanto quelli delle indicate zone, devono tro- 
varsi sopra OX,, che è un asse baricentrico. 

Qò posto, la zona corrispondente alle ascisse x, ed x, -|- dx^ ha 
per espressione ii^x^dsy essendo ds Tarco infinitamente piccolo ddla 
curva generatrice, che determina la zona in considerazione; dinotata e k 
spessezza costante infinitamente piccola dello strato, si avrà pel volume 
dell'anello anzicennato 

(e) dv = zmx^ds = 27:tx^dx^yi +/>*, 

dx 
essendo p = , ' il coefficiente differenziale dedotto dall'equazione 

/(^i 9 ^2) = ^ ^^^^ curva, prendendo x, per variabile funziona cons> 
guentemente si ottiene per la (i) del § 140, con t = i, e conunutando 
i segni ^ in integrali semplici, pel variare della x^ tra ì limiti e ed i: 



W 



Ì,=f\x^xJx^Vi-\-p':£fx^dx^VTTF. 



Qualora l'equazione della curva generatrice fosse data in coordinate 
polari, perciò sieno x^ = r cos 6, x^ = r sen 6, ed essendo a, ^ i valori 
estremi di 6 corrispondenti (figura 66) ad Xj = c, x, =:^, si ha per l'e- 
spressione della coordinata ^, del centto di gravità 

(3) l, = ^pr'senecosOa |/r'+(|)': J^frs^UÒ |/r'+(|)'. 

Per fare un'applicazione della (2) ricerchiamo il centro di gravità 
della superficie omogenea generata dalla rotazione intorno all'asse OX, 
dell'arco OM della semicicloide OMA (fig. 67), il cui circolo genera- 
tore ha per diametro ED z=:i la, q l'equazione di essa curva in coordi- 
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nate ortogonali jc, , x,, riferita agli assi OX, , OZ^, essendo 



Xi /^f ^^ ' 




4t 5 I i Ì'^0,X. — ^X'\ 

=y 2ajc, — xW-a are I sen=^ ^ ^ I , 



donde vieae 
àx 



■^ = àx^^. 



la — X. 



, ^/TTF= 



ed essendQ 



Significate in ispecie jc, , jc^ le coordi- 
nate OP^ PM corrispondenti all'estremità 
M del sudetto arco generatore, si hanno per 
l'applicazione della cernuta forinola e = o, 
j!? = X, , quindi 



v^^^i =— 



^(4)> ^=^^(^f)> 



si ha altred 



1 /**« 2 /•*« -L 



ma, con riguardo all'espressione di (Ix,, à ottengono le seguenti inte- 
grazioni 

3 

4 
5 



JxJixJ) = x,x- — J xl dx, = x,x7+ ■jJxJÌ2a - *.)' 



JxJ^xf) = X.x/ — Jx} dx^ = X,xJ + y(2tf - X.)» , 

risulta dunque 

±2 J. 4. J. 16 /— 
x,x» H C2« — x,)*x, + — (2a — x,")~ c^yìa 



('0 5. = y 



A 2 «L il 

x.x* H (2tf — X.)* — -^ayia 



e se Tarco generatore à estende a tutta la senudck>ide OMA, essendo 
allora x, = 2 a, jp^ = U'k, si trova 
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8 

, V f; 2a 15 2a 15W — 8 

' 3 ^ 4 15 3^ — 4 

3 

Applichiamo la (3) al caso di una zona sferica omogenea generata 
dalla rotazione intomo ad X, di un arco di cerchio di raggio a col 
centro in 0; essendo in tal caso r = a costante, parimenti che p, la dtaa 
formola dà 

CO l^ = a Tsenecosede: Tsen 6 d 6 = — ^^^^^J^::!^^ , 
^^ ' Jp Jp 2 cosP — cosa' 

e riducendoy con osservare altresì che e = acosa, b = acosp, si ha 
(?) 5, = -^(cosa + cosp) = ^(c + A); 

quando c = o ed b=^a, risulta cioè per un emisfero 

149. SuPERnciE PUKE. — Allorché la superficie di cui si cerca 3 
centro di graviti è piana, tracciati nel suo piano due assi ortogonali 
OX,, OX,, per adattarvi la (i) del § 147 si porrà x^ = o, e con essa 
p^z=L p^=i o, quindi si hanno per Fespressioni delle due coordinate del 
centro di gravità 

5a = //P^a ^^' ^^a ' f f? ^^i ^X^ , 

dovendosi prendere gPintegrali tra i limiti dipendenti dal contorno della 
superficie; ed alle stesse si perviene direttamente osservando che, divisa 
l'area in rettangoli infinitesimali, mediante rene parallele ai due assi coor- 
dinati, essendo jc,, x^ le coordinate di un vertice di uno dei rettangoli, 
conseguentemente dx^dx^ l'area, ed indicata e la spessezza costante infi- 
nitamente piccola dello strato, si ha pel volume elementare dv=^tdx^dx^i 
prese per coordinate del baricentro di tale volume le stesse x, , x^ (tra- 
scurando infinitesimi di ordine superiore al 2°), e sostituendo nella (i) 
del § 140, commutando altresì i segni ^ in intq;rali doppi, supposto 
che p vari in continuità, ne derivano le surriferite (4). 
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AQorchè la superficie è omogenea, e si trova limitata da due ordi- 
nate estreme corrispondenti alle ascisse OC = e, OH = h (fig. 66), 
dalla porzione CH dell'asse delle ascisse, e daUa curva M N, la cui equa- 
zione sia /(x, , X J = o, le formole (4) integrate rispetto ad x^ si sem- 
plificano come segue 

Se la curva M^ sia, per es., un arco dì parabola col vertice in 0, 
e di parametro />, talché la sua equazione è x^ = 4/>x, , per le anzirì- 
ferite (5) sì ottiene 

5. = j^ *:dx,:J^ x^dx, = -j-(b* _cT).(^._,T)^ 

e posto e = o, si deduce pel centro di gravità dell'area racchiusa da un 
solo ramo della parabola esteso al vertice O, 

Quando poi l'area fosse limitata da due rami di curva simmetrici 
rispetto all'asse OX, , e da due perpendicolari allo stesso, che in tale 
caso è asse baricentrico, il centro di gravità trovasi su OX, , e la prima 
delle (4), o corrispettiva (5) determina la posizione per la coordinata ^,. 
Si voglia, per es., determinare il centro dì gravità di un segmento circo- 
lare omogeneo, col centro in 0, e di ra^o a, diviso in due parti eguali 
da OX,, e compreso fra due perpendicolari a quest'asse corrispondenti 
alle ascisse OC = Cy OH=^h\ essendo xj -}- x* — a* = o l'equazione 
della curva limitante, per la prima formola (4), o (5) si ha 



(0 5.=jr',,J,.y?^:/..Jx.=^fl^^^ 
e se si tratta di un semicerchio, essendo allora 



— (?y — (a' — h'y 
CMNH ' 



c = o, b-=a, 9xea.CMNH •= — 

4 
risulta 



ica* 
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IV. — Centri di gravitìt delle linee. 

1 5a LiKEB m OBKiSKfi. — Sia la linea in considerazione^ che per 
maggiore generalità la supponiamo a doppia curvatura, riferita a tre assi 
coordinati ortogonali OX^ determinata dalle due equazioni /(x,> x,, Xj)=:o, 
/i (*i > *i > ^3) = ^> dinotato d 5 un elemento della stessa, un'estremità dd 
quale corrisponde alle coordinate x., talmentechè si ha 



ds = dx^Vi-\-p:+PU 



essendo i coeffidend differenziali 

dx dx 

^' ~ dx^ ' P* ~ dx^ 

dedotd dall'equazioni della curva, presa la x^ per variabile indipendente. 
Considerata la linea come una successione di punti materiali pesanti, 
come un filo pesante di sezione costante «> infinitamente piccola Q 147), 
si ha da sostituire nella (i) dd ^ 140 

e commutando i s^;ni ^ in integrali semplici, supposto che p vari io 
continuità, si hanno pei la citata formok le coordinate del centro di gra- 
vità della linea espresse come segue (posto i = 1, 2, 3), 

(i) i, = Jf X, dx^ /r+7f+7: ■f?dx, /r+TT+j: . 

gl'integrali essendo presi per tutta l'estensione della lineai 

Supponiamo, per es., che si abbia un'eUca con orìgine nel piano di 
base del cilindro retto circolare sul quale è la medesima tracciata, piano 
che si prende per quello degli assi OX^, OX^; O è il centro del cer- 
chio di base, di cui sia a il raggio, quindi OX^ è l'asse stesso del ci- 
lindro; dinotiamo 2 ic n il passo dell'elica, talmentechè sia essa definiti 
dalle due equazioni 

(a) X, = a cos — x, , x, = fl sen — x, , 

e supponiamo che la densità p sia espressa per la formola p = f-c^U 
in cui e dinota la base dei logaritmi neperiani, fi e e sono quandtl co- 
stantì, risultando dalle (a) 
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per le surriferite (1) viene 

(t) l, = fx, d *, e-"i : Jd X, e-«J. 

Eseguite le s^uenti integraziom 



d*j«-"> = — — e-^s, 



/x, dx^ ^"^J = — i — TT 1 sen — x, — cn cos — x, 1 ^"^*J , 
' j 1 4" ^ » \ « ' '^ V 

y*x,d*, .-'3 = - _^(cos^x, + .„ sen-L^^),-,, 

fx^dx^e-y z= _ -L(i _(. cx,)«-'S 

se :( dinota l'altezza dell'arco della curva al disopra del piano dì base, 
essendo perciò o e :( i limiti delle integrazioni, ne risultano per l'espres- 
sioni delle tre coordinate del centro di gravità 

Se la curva àa di massa omogenea, per la (b") si ha semplicemente 

li=J XidXj-.J dXj, 
quindi, integrando tra i limiti o e ;^ di x^, risultano 
(^5.=:^seni, 5. = ^(i-cosi-\ = ^sen'i. E=^. 

151. Linee piane. — Allorché la linea in considerazione è compresa 
in un piano, nel quale siano tracciati due assi coordinati ortogonali X, , 
O X^ , ai quali si riferisca la linea, questa definita perciò da un'equazione 
/(Xj , X J = o, si avrà per un suo elemento d 5, prendendo la x, per 
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dx 

variabile indipendente, e posto p = j-^ , l'espressione 

ds = dx^VT+J\ 
quindi 



dv = (ùds =^ iùdx^Vi +/>*> 

e per la fonnola (i) del § 140, specificata ai valori di t' = i, 2, com- 
mutando altresì i segni 2Ì ^ integrali semplici, supposto di variare p io 
continuità, si hanno 

5.= f?x,dx,VT+p^: ffdx^VT+ì. 

estendendo le integrazioni ai limiti di x^ dipendenti dalle due estremiti 
della linea. 

Se la curva sia omogenea, e data in coordinate polari 

Xj = rcos6, X, = rsenO, 
sì ha 

e per le (2) vengono 

E. = /.sen.i.j/,-+(^)-:/..|/^+(^)-, 

nelle quali ^^ ^ ^ -te ^ sostituiranno l'espressioni in 6 dedotte dall'e- 
quazione della linea. 

Considerata sempre la curva omogenea, se la medesima sia data per 
la sua equazione intrinseca s = /(w), ossia per Tarco 5 e l'angolo w à 
contingenza (intendendosi per maggiore semplicità che entrambi sieno ri- 
feriti ad uno stesso punto della curva preso per orìgine), e se per gli 
assi coordinati OX, , OX^ sl prendono la tangente e la normale alla 
curva nel punto di origine 0, poiché le (2) danno per le coordinate 
5, , i, del cenn-o di gravità 
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essendo 

dx^ = ds costùy dx^ = dssQtìiùy 

ed ìnt^rando, tra i limiti o ed a di 6>, si hanno 



(4) 



\= I /(w) cos tt d a> , x^ = / /(w) sen a> d 0) , 



(5) 



di sonito ne derivano per le ^, , ^^ le seguenti espressioni, che in certi 
casi riescono utilissime 

5, = *, — j^^/(«)/(<^)cosù>da>. 

Trattisi per es. deUa semicicloide descritta da un cerchio di raggio Rj 
riferita alla tangente ed alla normale al vertice N (fig. 16, .§ 48) prese 
per assi delle x^, x, , e per la quale si ha s* = S Rx^, quindi 

s = f(<ù) = 4 j? sen 0) , /(^) = 4 -R cos w , 

dalle (4) risultano 

X, = J? (sen 2a-)-2«)> x^=z 2R sen* a , 
e per le (5) si hanno 

9 cosa — cosja — 81 ^ 2^ 



(0 5. = if[2« + 



6 sen a 



.]. .= 



3 



w 



sen a; 



estendendosi Tarco (fig. dt.) daNaZ), incuièa = — , vengono 



(/) 



5, = y(3^ — 4)» 



K = 



2^ 

3 



Per fare un'applicazione delle (2) cerchiamo il centro di gravità 

dell'arco di catenaria dal punto più 
basso B (fig. 68) esteso a quello di 
sospensione A^ e supposta di massa 
omogenea. 

Come si vedrà in altro luogo, 
la catenaria riferita alla verticale pas- 
sante pel punto più basso B, presa 
per asse OX^, ed alla orizzontale 
Xf X, condotta nel piano della curva 
pel punto distante da £ di una 
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certa lunghezza OB ^= h, ha per equazione 



posto e = -r-, ossia cft = I ; l'elemento infinitesimale ds dell'arco s 
a partire da B, va espresso per la forinola 

z 
quindi dinotate p, q le coordinate OP, PA del punto di sospensione^, 
/ la lunghezza dell'arco BA della curva, si hanno 

J\ds=-^{e'* + c-'^^l^ie*-t-*-) + ^ = ^Qq + hp), 

ed in conseguenza stante le (2) risultano per le coordinate dal centro di 
gravità 

Intanto, dinotato | -7— 2- 1 il valore del coefficiente difFerenaaJe 7-^ 

corrispondente al punto A^ viene 1 j-^- 1 = -j- , perciò le precedenti 
espressioni (g) si possono presentare come segue 

e riesce facile rilevare che 5x = Oj2 = -BZ), essendo D l'incontro delle 
tangenti condotte per le estremità Ay B dell'arco in considerazione, e 

^^ = QG = — Oly essendo / il punto d'incontro con l'asse OX, della 

normale condotta all'estremità A del detto arco. 

152. Quest'ultima applicazione c'induce a trattare il seguente-problema : 
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Fra tutte U linee piane pesanti, di data lunghe:^a s, che sieno sospese 
a due punti fissi A, C (fig. 68), qual^è quella, il cui centro di gravità si 
trovi il pia basso ì 

Ritenute le designazioni del precedente paragrafo in genere, per la 
risoluzione della presente quistione deve sodisfarsi all'equazione 



= 2if— ^ z=z mini] 



5^ = 2Ìi— = minimo, 

ovvero 

(h) j :c^ d 5 = minimo, 

essendo a, e le ordinate dei punti fissi A, C, estremità della curva a de- 
terminare. 
Sia 

l'equazione di una delle infinite curve nel piano verticale passante per 
jiy C, che di lunghezza costante s terminano ai detti due punti, essendo 
ciascuna linea indi^duata da un valore particolare di u, e poiché indi- 
cando con py q le ascisse dei sudetti punti fissi, devono essere sodisfatte 
l'equazioni 

p=f(a, u), q=f{c, «), 

ne segue che queste funzioni /(a, u), /(e, u) sono indipendenti da u, 
perciò sarà 

Indicato a l'angolo che la tangente in un punto qualunque della 

curva forma con l'asse OX^, si ha dx^=: dscosoL^ e per la precedente 

equazione 

d rx^dx^ 
duj^ cosa ' 

ma per le premesse, mentre a è funzione di u, la x, invece è indipen- 
dente da essa variabile, quindi si ha per la stessa equazione 



jf 



, tana ({a 
* *cosa du ' 



intanto tan a = -j-^ , donde vieii»^ 

dx^ 
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I doi <i,x, _d_ /à_x\ 

cos*adtt d:?du dx^\du /' 

e di seguito 



J'*.sen.d(^)=o, 



ovvero, integrando per parte 



e poiché per x^ = a, x^ = e, la x, dev'essere indipendente da u, conse- 
guentemente 

requaàone precedente si riduce semplicemente ad 

Nell'intervallo (a, e) di x^ il coefficiente differenziale ^ non i 
sempre nullo, quindi sarà 

d (x j sen a) = o , x, sen a = i , 
h costante; da questa equazione si deduce 

h dx, b j bdx^ 

sena = — , tana = -r-^ = -r== ax. = -====. 

ed altresì 



integrando quest'ultima, si otdene 

onde determinare la costante e riferiamoci al punto più basso della cum, 
in cui essendo la tangente orizzontale si ha x, = ib, e poiché per tale 
punto é altresì x, = o, risulta e = — ft log ip b, quindi viene 



:. = Hog,p[^ + j/(^)-_.]. 



Da quest'equazione in primo luogo ricaviamo 
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X 

1 



^+l/(F-'=''- 



e di svilito, moltiplicando quest'ultima per l'identità 



X 



'[t-i/(?F]='"'[t-^1iF]- 



e 
otteniamo 

b 
infine 






che è l'equazione della catenaria. 

Questa curva dunque è fra tutte le linee piane pesanti di data lun- 
ghezza, appese a due punti fissi, quella che ha il centro di gravità più 
in basso. 

V. — Regola di Guidino. 

153. Poniamo termine alla considerazione dei centri di gravità con 
esporre quesu r^ola, conosciuta pure col nome di teorema di Pappo, 
la quale serve a trovare facilmente il volume generato da una figura 
piana, e l'area della superficie descritta da una linea piana, l'una e l'altra 
girando attorno un asse tracdato nel proprio piano, il quale non inter- 
seca l'area o la linea data, e dò allorquando si conosce il cammino de- 
scrìtto dal centro di gravità dell'area, e della linea generatrice, nonché 
l'estensione dell'area, e la lunghezza della linea, ed ecco il suo enunciato : 

// volume generato da una figura piana facendo una rota:(ione attorno 
un asse trauiato nel suo piano è eguale al prodotto dell'area generatriu per 
la circonferenza descritta dal suo untro di gravità. Varca della super- 
ficie generata da una linea piana, girando attorno una retta tracciata nel 
suo piano, è eguale al prodotto della lunghei^a della linea generatrice per 
la circonfereni^a, che descrive U suo centro di gravità. NelVun caso o 
l'altro, se la rotazione non è intera, ma soltanto per un angolo misurato 
dalVarco a, il volume, e Varca generati saranno ridotti nella ragione « : 2 tir. 

Dimostrazione. — Si rapporti la figura, o la linea descrìvente, a due 
assi coordinati ortogonali nel piano della posizione iniziale, dì cui l'uno 
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X, sia Tasse stesso di rotazione; divisa l'area in rettangoli infinitesimali 
coi lati paralleli agli assi coordinati, sarà dx^dx^ l'espressione di ona di 
queste aree elementari, la quale nel suo giro per un angolo da. descri- 
verà un volume elementare espresso da x^doidx^dx^y sicché il volume 
descritto nel giro misurato dell'angolo a sarà 

F' = / doL I I x^dx^dx^ = cf, I I x^dx^dx^i 

l'ordinata ^^ del centro di gravità della figura piana descrìvente è data 
per la formok, indicandosi con A l'estensione dell'area, 

^*~ A 



conseguentemente viene 



(1) V' = <iAl,, 

e per a = 27c si deduce r=27c^$^, quindi P:r = a:2ir, dò che 
costituisce la prima parte della regola sopraenunciata. 

In secondo luogo, dinotando con ds l'elemento della linea descrì- 
vente la superficie di rotazione, all'una estremità del quale corrisponde 
l'ordinata x^, siccome questo elemento genera nel giro piccolissimo d% 
una porzione di zona espressa da x^doids, cosi la porzione dì superficie 
descrìtta nel giro misurato dall'angolo a saia 



S'= / doL I x^ds ^= oL j x^ds; 



ma l'ordinata ^^ ^^^ centro di gravità della linea generatrìce, la cui lun- 
ghezza designiamo L, è data per la formola 

^* L~' 

risulta dunque 

(2) S'=«ì:5., 

e per a = 2ir si ha l'intera superficie 5= iicL^^y conseguentemente 
5' : 5 == a : 2 w, in conformità alla regola surrìferìta. 

La stessa regola di Guidino potrà servire, viceversa, a determinare 
l'ordinata del centro di gravità di un'area piana, e di una linea piana, 
quando sia facile calcolare il volume generato dalla figura piana, e l'area 
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della superficie descritta dalla linea, facendo girare l'una e l'altra attorno 
un asse tracciato nel proprio piano. 

Esempio I. — Si abbia un anello a sezione ellittica, i cui semiassi 
sono a, ^y ed r la distanza del centro della sezione dall'asse di rotazione, 
si voglia determinare il volume di una porzione del detto anello com- 
presa tra due piani meridiani formanti l'angolo a; poiché l'area dell'el- 
lisse generatrice è espressa da Tcat, e il suo centro è centro di gravità, 
distante r dall'asse di rotazione, si trova mediante la (i) il volume 

P = w a t r a , 
e per l'intero anello, essendo a = 27c, viene 

Esempio II. — Trovare il centro di gravità dell'area, e dell'arco di un 
semicerchio di raggio a. — Facendo girare il semicerchio attorno il dia- 
metro, l'area genera una sfera, il cui volume è espresso da —a^%, e 
l'arco descrive la superficie espressa da 4^^?^, e poiché l'area del semi- 
cerchio è — a*w, la lunghezza dell'arco eguale ad ai:, in forza delle 
formole (i), (2) si otdene per le ordinate dd rispettivi centri di graviti 



$, = -t-a'w:a*ir' 



4 a 

3 ~T"« 



» 



51 = 4a^w:2aw* = 2 — = — 5, 
^ ^ w 2 ^* 



CAPITOLO QUARTO. 

MOMENTI D'INERZIA. 



I. — Definizioni, principi generali. 

154. Dicesi momento d^iner^ia di un elemento materiale di massa m, 
relativamente ad un punto, ad una retta (asse), ad un piano, il prodotto 
mr^ della sua massa pel quadrato della distan:^a r dal punto, dall'asse, 
dal piano. E se di un sistema materiale si moltiplica la massa di ogni 
elemento m pel quadrato della sua distanza r anzicennatay la somma 
^mr^ dei prodotti cosi formati si chiama il momento d'inerTiia del sistema 
rispetto al punto, all'asse, al piano di riferimento. 

Gli elementi materiali che compongono un corpo non sono conte- 
nuti in maniera continua, e si sa al contrario che essi sono separati tra 
loro per intervalli vuoti che diconsi pori; tuttavia si può ottenere il mo- 
mento d'inerzia, supponendo la massa distribuita d'una maniera contìnua 
nel corpo, dò che equivale a prendere in luogo di ^mr* Tintegralc 
definito ài r^dm per tutta la estensione del corpo; basterà perciò decom- 
porre il corpo in una infinità di elementi infinitamente piccoli, di pren- 
dere il momento d'inerzia di un elemento qualsiasi, e si otterrà qudlo 
del corpo mediante integrazioni. 

n momento d'inerzia di un sistema è pertanto sempre positivo, 
perchè è la somma di termini positivi, ed eguagliandolo al prodotto ddla 
nussa del sistema pel quadrato di una certa quantità, questa dicesi raggio 
dHnerxia, il quale in conseguenza è eguale alla radice quadrata del quo- 
ziente del momento d'inerzia per la massa del sistema; diguìsachi di- 
notando / il momento d'inerm, M la massa, R il rag^o d'inerzia, 
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si hanno 

(i) /=2;wr*, R' = I:M. 

Teorema. — // momento dHntr:(ia di un elemento materiale, e quindi 
di un sistema materiale, relativamente ad un asse è eguale alla somma dd 
momenti d'inerzia dello stesso sistema rispetto a due piani ortogonali con- 
dotti per l'asse, e relativamente ad un punto è eguale alla somma dei mo- 
menti d*iner:^ia rispetto a tre piani ortogonali passanti pel punto, ed t eguale 
altresì alla semisomma dei momenti d'inerx}a rispetto a tre assi ortogonali 
condotti pel punto. 

Infatti riferendo ogni elemento a tre assi coordinati ortogonali X. 
(i = I, 2, 3), quindi ai tre piani ortogonali passanti per determinati 
dai detti assi, se dell'elemento di massa m si abbiano le coordinate x., 
per le sue distanze r. dagli assi di pari indice, e la distanza r da 0, si 
hanno l'espressioni 

ovvero per quest'ultima 

'•'=j(*:+*;)+|(*t+^)+|(*:+*D=y('i+^+'l), 

moltiplicate questa e le precedenti eguaglianze per m, ne risulta quanto 
è stab'dito per l'enunciato teorema riguardo all'elemento considerato, e 
che si estende evidentemente a tuuo il sistema dato. 

La somma dei prodotti della massa m di dascun elemento e delle 
sue coordinate rispetto a due degl'indicati tre assi, si chiama prodotto d'i- 
nerì^ del sistema. 

Adunque in virtù delle precedenti definizioni e designazioni, abbiamo 
relativamente agli assi OX,, OX,, OX^ i tre momenti d'inerzia 

e rispetto alle coppie di assi (OX,, OX,), (OX,, OX,), (OX,, OXJ 
i tre prodotti d'inerzia 

delle quali espressioni due, in ciascun gruppo, derivano dall'altra con le 
sostituàoni circolari successive negl'indici (123); e le stesse per un si- 
stema di massa continua si commutano in triple integrazioni, ponendosi 
dm z luogo di m; daUe (2) si rileva altresì essere i momenti d'inerzia 



226 



PARTE II. — STUDIO DELLE FORZE. 



-^i» -^2» -^3 tali, che la somma di due qualunque di essi è maggiore 
del terzo. 

155. Momenti d'inerzia relativamente ad assi comunque DiREm 
RISPETTO AGU ASSI COORDINATI. — Sia / (fig. 69) un asse qualunque 
condotto per Torigine degli assi X. e che forma con gli stessi angoli, 

i cui coseni denotiamo a . , essendo 
perciò ^af = i; sia m la massa 
di un elemento materiale P, le cui 
coordinate designiamo x^, e dino- 
tiamo r la distanza PQ dall'asse 
y ^ 0/, sicché il suo momento d'inerzia 
rispetto a quest'asse b mr^. Ora, 
congiungendo P con 0, si ha da un 
canto OP =^x\y d'altro canto 
designato con 8 l'angolo POQ, si ha r = OP senS, ed essendo 




cos 



OP^ 



viene 



r' = Of — OP' cos»8 = X^ X Z«.- — (Z«à^X 

sviluppando e rìducendo, risulta 

r'=^ix\ + xp< + (x; + x:)a^ + (xj + xj)*; 
— 2x^X3 a, a^ — 2x,x,a,a, — 2X,x,«,a,; 

moltiplicata questa espressione per m, e sommate tutte le analoghe rela- 
tive agli altri elementi del sistèma dato, tenuti in riguardo i momenti (2) 

ed i prodotti (3), si avrà pel momento d'inerzia ^mr* di tutto il sì- 
stema rispetto all'asse 07, che dinotiamo p., 

(4) 1^ = Z^i«J — ^Z^i***/» 

estendendo il primo sommatorio ad t = i, 2, 3, ed U secondo alle teme 
di valori (i, 2, 3), (2, 3, i), (3, I, 2) per gl'indici i, *, /. 

156. Relazione tra i momenti d'inerzia rispetto ad assi paral- 
leli. — Sìa dato il momento d'inerzia A^ di un sistema materiale relati- 
vamente ad un asse OX^ in coesistenza ad altri due assi ortogonali OX,, 
X^ , perciò espresso per la terza (2), se ora vogliamo il momento A^ 
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dello Stesso sistema relativamente ad un asse 0' X' coesistente ad altri 
due 0'X[, 0' X'^ rispettivamente paralleli ai primi, indicando con o. le 
coordinate della nuova origine O' relativamente ai detti primi assi, si avrà 

ovvero, dinotate M la massa di tutto il sistema materiale, g^ le coordi- 
nate del suo centro di gravità G rispetto ai primi assi, essendo perciò 

Sì ha 

(5) ^; = ^, + Mio\ + oO-2Mg,o,-2 Mg,o„ 

donde emerge che il momento d'inerzia preso per rapporto ad un nuovo 
asse parallelo al primo è eguale al momento d'inerzia rispetto al primi- 
tivo asse, aumentato dal momento d'inerzia della massa totale concentrata 
sul nuovo asse, e diminuito di certe quantità iMg^o^^ ^Mg^o^y le 
quali sì annullano quando l'asse primitivo passa pel centro di gravità del 
sistema, avendosi allora g; = o, e semplicemente 

(6) 4 = ^, + M(p] + oD = ^, + Md', 

indicando con d la distanza tra i due assi. 

Da quest'ultima espressione s'inferisce : 

I* Che dei momenti d'inerì^ di un sistema materiale, presi per rap- 
porto ad una serie di assi paralleli, il minimo è allorquando Vasse passa 
pel utUro di gravità. 

2** Che i momenti d*iner:^ia di un sistema presi per rapporto ad assi 
egualmente distanti da un asse passante pel centro di gravità sono eguali. 

Indicando con R il raggio d'inerzia rispetto all'asse OX^, ed R' 
quello rispetto ad 0' X^ , essendo d^ = o^-^ o* , dalla (5) si deduce 

(7) R" = R' + d'-2Ìo,g,-\-o,g,'), 

e quando il primidvo asse possa pel centro di gravità si ha soltanto 

(8) R'' = R' + d\ 

n. — Momenti d'inerzia dei corpi rispetto ad assL 

157. Dei corpi in genere. — Osserviamo anzitutto che i momenti 
d'inerzia, che ordinariamente si prendono in considerazione, sono quelli 
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relativi agli assi, e trattandosi dd corpi, riguardati quali masse in conti- 
nuità, specialmente si hanno in riguardo i momenti d'inerzia rispetto a 
tre assi coordinati ortogonali O X^ ; per gli stessi, e pd prodotti d'inerzia 
rispetto a questi assi, presi a coppie, nelle formole (2), (3) del § 154 
devesi porre dm in luogo di m, e commutare i s^ni sommatorì in tripli 
integrali. Ora, poiché dinotando con dv 'A volume corrispondente all'e- 
lemento di massa dm, con p la densità, si ha dm = fdv, e il dv di- 
pende dal modo di scomporre il volume di tutto il corpo in volumi ele- 
mentari, similmente che si è osservato pd centri di gravità, cosi nd due 
modi di scomposizione specificati nd §§ 142, 144 pd quali si hanno 
dv = dx^dx^ dXj , dv :=ir^ sen 6 d^ dò dr, han luogo rispettivamente 
l'espressioni 

(9) ^^= J f J?(.x] + xDdx^dxJx^, B^ = JJJfx^xJx^dx^dx^, 

A^= f f ffQxl + xOr'scnU^dUr, 

(10) { •^ •^ •^ 

B^= 1 f ffx^x^r^seabdffdòdr, 

deducendosi quelle di ^, , £, , ^^ , JB^ dalle stesse A^ , B^ con le succes- 
sive sostituzioni circolari negl'india (i 2 3); ed ecco qui a s^^to talune 
applicazioni : 

a) Momento d'ikerzia di un parallelepipedo rettangolo omo- 
geneo RISPETTO AD UNO SPIGOLO. — I tre Spigoli d'intorno ad un ver- 
tice sieno designati a. (1 = 1, 2, 3), e presi per assi coordinati OX,., 
sia a determinare il momento d'inerzia rispetto allo spigolo a , stante 
la prima (9), posto p = i, abbiamo 

quindi il momento A'^ rispetto all'asse di figura parallelo ad a è 

e da queste espressioni deduconsi le relative ad A^, A\y A^^ A\ mercè 
le suindicate sostituzioni. 

V) Momento d'inerzia di un cilindro retto circx>lar£ omogeneo 
relativamente al suo ASSE. — Sia a U raggio dd cerchio di base, ed h 
la sua altezza, prendiamo l'asse dd cilindro per l'asse OX^, essendo 
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il centro della base, sul cui piano sieno tracciati gli altri due assi coor- 
dinati ortogonali OX^, OX^; consideriamo il volume del cilindro scom- 
posto in volumi elementari mediante un fascio di piani avend OX^ per 
asse, una serie di cilindri retd circolari avend tutd lo stesso OX^ per 
asse comune, e con piani paralleli alla base equidistand fra loro dell'al- 
tezza dx^; onde adattare la prima formola (io) a questo caso, bisogna 
sostituire dx^ ad rd^, r* ad x* -j- ^a> ^ porre senO = i, p = i, con 
che si ottiene 



A, = JJJf'drdffdx^, 



e poiché o ed a sono i limiti di r, o e 2?? quelli di f , o eà h quelli 
di x^, risulta 

(V) A^= r n frUrdfdx^ = ^'Kha^. 

Se si domanda il momento d'inerzia di uno strato cilindrico di raggi 
J2 ed J{ -(- e, avente l'altezza h, rispetto al suo asse, dalla precedente 
formola si trae 

c) Momento d'inerzu di un EULissomE omogeneo a tre assi per 
RAPPORTO all'uno DI ESSL — Dinotati 2 a. (i = i, 2, 3) gli assi dell'el- 
lissoide, presi rispettivamente per assi coordinati OX., l'equazione della 

superficie è 2[(~^) ^^ ^> ovvero (§ 143) 

posto ^.:=x.:a., i* = 1 — K], e quella dell'ellisse risultante dall'inter- 
sezione col piano X^OX^ è 

Supponiamo che si voglia il momento d'inerzia rispetto all'asse delle 
Xj , ossia relativamente all'asse principale 2 a^ , per la prima (9), essendo 
p = I, si ha 

posti 

rilevandosi fiiabnente che questi due int^ali si scambiano a vicenda. 
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scambiando fra loro le C, > C, > ^ ^^ ^^^ ^^ ^^ stesso scambiandosi le 
X, , X,, ed a parità le a,, a^; ciò posto, determiniamo l'integrale C, ,e 
da prima si esegua l'integrazione rispetto a C39 che per la (d) varia tra 

^ VX* — CJ, laonde viene 

la C, stante la (e) varia tra ^t '^j ^ '^ quindi 



e di seguito 



r 



^i2:,i/s^Trr:=^x'=^(i-i::), 



/' 



_ 4 



il variare di C, è tra -}- 1 e — i, si ottiene dunque C, = — ira*, con- 
seguentemente Q = — wfl*, ed 

CO ^, = ^^,^,s^W + O; 

per avere i momenti d'inerzia relativamente agli altri due assi 2a^y la^^ 
basta eseguire in questa formola (/) le successive sostituzioni circolari 
degl'indici (123). 

In essa formola (/") posti a^ = a^ = a^ = a, con che si passa dal- 
l'ellissoide alla sfera di rag^o a^ ne deriva pel momento d'inerzia A della 
medesima rispetto a qualunque diametro, dinotando con V il volume 
della stessa, 

d) Momento d'inerzia di una sfera, la cui DSNsrrÀ varia con 

LA POTENZA «"• DELLA DISTANZA DI CIASCUN ELEMENTO DAL CENTRO.— 

Infine, per dare un'applicazione diretta della prima formola (io), cer- 
chiamo l'espressione del momento d'inerzia dell'emisfero considerato nel 
9 144, relativamente all'asse OX^ sul quale trovasi il centro di graviti; 
atteso le (2) del citato § si ha x* + x* = r*sen*6, ed essendo p = ir", 
viene per la detu formola (io) 



\ = k f f fr^'^^stn^^d^difdr. 
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ed ìnt^ando rispetto ad r tra i limiti o ed a, viene 



// 



eseguite in questa le integrazioni, prima per 9 tra ì limiti o e 2 77, poscia 
per 6 tra i limiti o e — , si ottiene 

^^ '3 « + 5 

quindi per l'intera sfera 

la quale espressione per n = o, k = i, cioè per una sfera omogenea, 
coincide con la surriferita Q). 

158. SouDi DI ROTAZIONE. — La determinazione del momento d'i- 
nerzia di un solido di rotazione rispetto al suo asse riesce in generale 
più facile, anziché per lo stesso solido rispetto ad ogni altro asse, o di 
qualsiasi corpo in genere; infatti, riprendendo la considerazione di tali 
solidi (5 i45)t e supposto che quello in esame sia generato da un'area 
piana limitata come nella fig. 64, poiché dv = iicx^dx^dx^ esprime il 
volume dell'anello generato da uno dei rettangoli infinitesimali compo- 
nenti l'area, si ha pel momento d'inerzia di esso anello, rispetto all'asse 
OX, , l'espressione iicfxldx^dx^^ quindi per tutto il solido generato 
dall'area MM'N'N viene 

(11) A^ = 2T^J Jfxldx^dx^, 

gl'int^ali essendo presi tra i limiti e ed fe per la x, , ed x, = 9 (x,), 
Xj = 4^ (Xj) ; perciò se il solido é omogeneo, posto p = i , si ha 

(12) A, = ^£[9^* - ¥(x:y]dx„ 

e nello stesso caso, allorché l'area generatrice si estende all'asse OX, , 
essendo perciò ^ (x,) = o, rimettendo x^ a lu(^o di 9 (x,), ne deriva 

(13) A^ = -^Jx\dx^. 

Supposto, per es., che si abbia un segmento di paraboloide avente 
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X, per asse dì figura, compreso tra due basi circolari coi centri m C, 

H corrispondenti alle ascisse OC = Cy OH=h, stantechè jcj = 4/>x, è 
l'equazione della curva Umitante l'area generatrice, dalla (13) risulta 

(k) A, = 8/.*ir jT**: dx, = y/^(*' - O, 

e per un paraboloide ad una sola base, posto f = o, viene 

Consideriamo in secondo luogo il solido generato da un'area limi- 
tata come neUa fig. 65 del citato § 145, poiché dv = intr^ scaddi ir 
è il volume generato dal quadrilatero infinitesimale ivi designato, pel mo- 
mento d'inerzia dello stesso, rispetto ad OX^, si ha 2irpr'sen'6^0 Jr, 
e per l'intero solido generato dall'area MM'N'N risulta 

(14) A^ = 2T! rAr^sen^eiOdr, 

prendendo gl'int^ali tra i limiti a e P per 6, ed r == 9 (6), r = 4^ (9) 
rispetto ad r. 

Se il solido sia omogeneo, posto p = i, si ottiene 

(15) A, = ^j^[Wr-Wy]sea^^d9, 

e nello stesso caso, se l'area generatrice si estende sino al polo 0, es- 
sendo ^ (6) = o, rimesso r per 9 (6), viene 



oQ A. = ^n 



r^sen^e^e. 

Si tratti per es. del solido considerato in fine del S ^4^» P^ ^^^ 
è r = /) : (i -f- cos 6), abbiamo 

_p^ (^ sen'e^e 

'~ Wp (i+cosey' 
e poiché 

aiv sen* — . ., 

('+'°'*> 4cos*-Le 4V ^ 2 / 2 ' 

^ 2 

itan-e = -_Ìi_-=:_L(i j.tan*.i.e^de, 

2 2 » I ft 2 \ ' 2 7 ' 

COS — 6 ^ -^ 

2 



GAP. IV. — MOMENTI d'iNERZIA. 233 



risulta 



J (i + cos 6)* 2 J \ ' 2 / 2 2 

= i-tan'-Le + — tan^ie, 
6 2 * IO 2 ' 

in conseguenza pel momento .^, si ha 
(«)^.=^[i-(tan'|.-taa'i-p) + i-(tan'i-«-tan'i-p)]. 



in. — Momenti d'inerzia delle superficie. 

159. Superficie in genere. — Come si notò nel § 147, una super- 
ficie materiale puossi considerare come uno strato solido di spessezza 
costante infinitamente piccola, possiamo quindi applicare alle superficie la 
definizione ad momend d'inerzia dei corpi in genere, e trarne le relative 
espressioni, limitandoci sempre ai momenti d'inerzia rispetto ad assi. 

Per una superficie qualunque, k cui equazione sia 

dalla quale à traggono i coefficienti differenziali 

p =^ p =^ 



a 



considerata x^ quale variabile funzione, si ha 

dv = tdx^ dx^Vi + p\+pl, 

in conseguenza per la terza (2) del § 154 si consegue, commutando il 
segno ^ in integrale doppio, supposto che p varia in continuità, 

0) ^, = «//p(*: + xo dx, dx, fT+KTR. 

e da questa espressione deduconsi quelle di A^y A^ mercè le successive 
sostituzioni circolari del gruppo (123) negl'indici del binomio x* + x*; 
i limiti delle integrazioni dipendendo dalla estensione della superficie, 
perciò dai contorni delle sue projezioni su i piani coordinati. 

Si voglia, per es., il momento d'inerzia A della superficie sferica 
di raggio a omogenea, la cui equazione in coordinate ortogonali con l'o- 
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rigine al centro è ^x* = fl*, ovvero 

poste Ci = X. : a, i* = I — ?I* , donde si ricava 



•'H^^ra = -^=;^. 



e dalla (i)» messo ep = i, osservando pure che il piano delle x,, x, 
divide la skxz in 4ue parù eguali* sì ha 



ff- 



essendo 

i quali due integrali si scambiano a vicenda con lo scambio déDe C. , C^ • 
Ora, poiché 



/, 



ed i limiti della C^ si ottengono posto C^ = o nell'equazione (a), aven- 
dosi pertanto C, = i ^, si consegue 

quindi, essendo -)- 1 e — i i limiti di C^ , viene 



r 



r 



e poiché C^ risulta eguale a C,» si ba iofine pel momento rìdùestt) 

i6o. Superficie di rotazione. — Considerando la superficie di ro- 
tazione generata ai modo indicato nel % 148, stancechi 

dv = l'Ktx^dx^yi -}-/'* 
é il volume dell'anello corrispondente all'arco ds z=: dx^Yi -}•/)* ddla 
curva generatrice, essendo p = , * dedotto dalla sua equazione 



- - ■ — "~ " 

/(x, , X J = o, si ha pel momento d'inerzia rispetto ad OX, (fi questo 
anello 2 w e p xj ii x, Yi +/>*, e conseguentemente per quello della super- 
fide generata dall'intero arco MN, 



(2) ^. = 2ire^ 



Se la curva generatrice è riferita a coordinate polari, sieno perciò 
X, = r cos 6, Xj = r sen 0, a e P i valori estremi di 8 corrispondenti ad 
Xj = e, X, = jb, in luogo della (2) si ha 

(3) ^. = 2«.y*pr'sen'e^e|/^rfr^\ 

Prendiamo per applicazione della (2) la superficie sferica omogenea 
di raggio a, considerata quale superficie di rotazione attorno un diametro, 
che assumiamo per l'asse X^ ; essendo ** + Jc^ — ^ * = o l'equazione 

del semicerchio generatore, perdo fi -f- p* = — -, osservando pure che 
per tutta la sfera e = — a, h = -^ a, posto altresì pe = i, viene 

t/— « 3 

come precedentemente. 

Per applicare la formola (3) cerchiamo il momento d'inerzia rispetto 
al suo asse della superficie generata da un arco di parabola, U cui equa- 
ziooe in coordinate polari (^ 146) è 

1 + C0S6 a I A ' 

* 2 COS* 6 

2 

deduciamo in primo luogo 



^^V^^hbrrz- 



cos' 6 

2 



e fatta sostituzione nella (3)', posto pc = i, si ottiene 



A^ = 2%p^ 



/sen' — 6 
^d±^^; 
cos^-Le ^ 
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posto per brevità di scrittura 

I 



r«='. 



viene in considerazione l'intende 

sen'x cos'ex iix, 



/ 



e ricavandosi da una nota formola d'int^;razione (Serret, Cak. ini., 
pag. 75) 

sen' X cos"^ xdx 



f 



stn^x , sen*x sen^x sen^xcosx 2cosx 



_ 4-- 

jcos^x • ijcos'x 15COSX 15 ij * 

dietro convenevole riduzione si ottiene 



/ 



1 -6 j I — 5COS2X 

sen'xcos xax = — = , 

30 cos^ X 




ed infine 

(e) A — "^P^ / ^ — S^^^^ ^ — 5 cos P 

-^ I cos* — a cos* — p 

2 2 

161. SuPERFiQE PIANE. — Skuo tracoad nel piano della superficie 
due assi coordinati ortogonali OX^, OX^y ai quali si rapportino tutti i 
punti della medesima, poiché dv =- tdx^dx^^ ne derivano pei momenti 
d'inerzia della superficie, relativamente ai due indicati assi, Tespressiom 

(4) ^1= J J?^xldx^dx^, A^ = J Jftx'Jx^dx^. 

Volendosi, per es., il momento d'inerzia di un'ellisse omogenea avente 
per assi 2a, , la^, che si prendono rispettivamente per assi delle x,, x,, 
la cui equazione in conseguenza è 



poste 



(t)"+(t)"='' °'^° '^'=*'' 






se si prende il momento relativamente all'asse 2 a, , la prima formola (4), 
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messo pc = ly fornisce 
ed essendo 



rc-^D-c.=£^i^^=i 



IQ 



risulta infine pel richiesto momento d'inerzia 

4 

si ottiene quello della stessa ellisse relativamente all'asse 2a^, scam- 
biando le X,, x^y quindi a, ed a,, e pertanto si ha 

4 

Sommate le due espressioni (d), (e), si trova pel momento d'iner- 
zia M della stessa ellisse rispetto al centro 

4 

e se in una delle (d)^ (e), egualmente che nella (/) si ponga a, =a^=:a, 
commutandosi cosi l'ellisse in cerchio, ne derivano pel suo momento di 
inerzia A rispetto ad un qualsiasi diametro, e per quello M relativamente 
al centro, l'espressioni 

Di s^;uito vengono, per una corona circolare di raggi J{ ed J{ -(- e, 
i momenti d'inerzia A^ M anzindicad espressi per le formole 

(A) ^=-[(i?+ey— i?'] = — (4Jf' + 6J?'«+4J?«'+^0. M=2A. 
4 4 

Per un altro esempio prendiamo in considerazione un rettangolo 
omc^eneo di lad a e &, assumendo questi lati per assi OX,, OX^, e 
si ottengono pei rispettivi momenti d'inerzia A^^ A^ l'espressioni 



(0 A, =jjxldx^dx, = ^, 



A = — 
3 
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IV. — Momenti d'inerzia delle linee* 

162. Linee in genere. — Una linea materiale si consideca. ome 
una successione di elementi materiali costimenti un filo scaldo dlindrìco, 
di sezione a> costante infinitamente piccola, il cui asse sia una data linea 
geometrica; possiamo quindi applicare ad esse linee la definizione dei 
momenti d'inerzia dei corpi in genere. 

Se trattasi di ima linea qualunque nello spario, riferita a tre assi 
coordinati ortogonali OX. (i = i, 2^ 3), determinata per le due equa- 
zioni /(x,, X,, Xj) = o, /,(*!> ^a> ^j) = o f ra le coordinate x. dei 
suoi vari punti, essendo perciò un arco infinitamente piccolo espresso 

per la formola ds = dx^Vi +p\+pU «^ <^ /^, = jj" > ^^ — 'J^ 

sono i coefiEcienti differenziali dedotti dalPequazioni della linea, presa h 
Xj per variabile indipendente, si ha dv =^ iùds= iùdx^ |^i -f- K + p\ , 
in conseguenza per le (2) del § 1 54, commutando il segno ]^ in inte- 
grale semplice, supposto che p vari in continuità, si ottengono l'espressioni 

Si abbia, per es., L'elica dCndrìca di massa omogenea definita per l'e- 
quazioni (a) del § 150, per le quali si trova' 



0? 



r+p'+K=i + -^. *:+<=«', 



n 



e si voglia il momento d'inerzia relativamente all'asse del dlindro, la 
terza espressione (i\ posto a>p = i, essendo o> e :;; L limiti della x^, di 

(a) A^ = ^iflTfT^J'dx^ = A.a^i/?+^; 

se poi trattasi della stessa dica, la cui densità sia p = ke'^fy à ocdese 
pel momento d'inerzia relativamente at medesimo asse, posta oi^= 1» 
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163. Linee piane. — Allorché la lìnea in considerazione è piana, 
riferita a due assi ortogonali X, , OX^ tracciati nel suo piano, sia data 
per Tequazione /(x, , x J = o, prendendo i momenti d'inerzia relativa- 

mente ai detti assi, posto p = y^' ^ hanno 

(2) A, = <^Jfxidx,Vr+f, A, = <^Jfx\dx,VT+Y\ 
Se la linea aa data in coordinate polari, essendo 

*, = rcos«, *, = fseatì, dx,VTT?= d%■^/7^i^^\ 

ed indicando con ol, ^ i valori di % corrispondenti ai punti estremi ddk 
lìnea, per le (2) si hanno 

(3) ^ J 

Si voglia, per es., il memento d'inerzia A della circonferenza omogenea 
di raggio a, relativamente ad un suo diametro; essendo ^ -|- x^ — a^ = o 

la sua equazione, si deduce i -J- />* = — j- , e posto pw = i, per l'una 
delle (2) viene 

(e) A = 2ajdx^^a^— x\=i'KaK 

Per applicazione delle (3) si assuma, per es., un arco di parabola 
omogenea, la cui equazione è 

i+cosO' 
poiché 



cos' — e 
2 



per la prima (3), posto p« = i, viene 



A^ = p' Tcos-J —e sen' — e d— e. 
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eseguita Tintegrazione, e posto per brevità — oLi=aj — P = ^, risulta 



A -^ 



sena-|-sen*a seni + sen^J , . 4 ^ ' ^ 

cos^a cos^i ^ ^ 1 . , ,v 

tan — (w + 2t) 



V. — EUissolde ed assi principali d^inerzia. 

164. Nel 5 155 si è rilevato che essendo noti i momenti d^erm 
di un sistema materiale S relativamente a tre assi coordinati ortogoDali 
OX. (f = I, 2, 3), ed i prodotti d'inerzia relativi agli stessi assi presi 
a coppie, gli uni e gli altri significati per le formole (2), (3) del § 154, 
ovvero dalle (9), (io) del § 157 per una massa continua, con la for- 
mola (4) dello stesso § 155 si ottiene il momento d'inerzia p. dd si- 
stema 5 relativamente ad altro asse qualsiasi 01 condotto per O, for- 
mante con gli assi coordinati angoli i cui coseni sono stati dinotati a,. 

Ora, consideriamo una stella di raggi aventi per centro la stessa 
origine 0, e rispetto a ciascun raggio si determini il momento d'inerza 
[A di S, indi sul medesimo, a partire da 0, si prenda un semento 
OM = k: j/jT, essendo k una costante, mtti i punti di Af estremiti di 
codesti segmenti appartengono ad una superficie, della quale d propo- 
niamo trovare l'equazione. 

Siano X. (i = I, 2, 3) le coordinate di uno dei detti punti, perle 

quali appartenendo al raggio 07, han luogo le relazioni X. = 0M.9c., 
donde con riguardo all'espressione di Af viene a . = -j- /jl Xg , e sosti- 
tuendo nella indicata (4) del § 155 ne deriva 

che è l'equazione della superficie menzionata; giacché i coefficienti A. , B^ 
sono indipendenti dal punto Af, e dipendono unicamente dal sistema 
materiale 5, in relazione alla posizione degli assi coordinati, perciò ri- 
mangono gli stessi per mtti i punti Af suindicati; dalla sua forma pei 
risulta che appartiene ad una quadrica, ed in ispede è l'equazione di un 
ellissoide avente per centro, che prende il nome di ellissoide d'intfxia 
del sistema S relativo al punto 0, e se questo punto coindde col centro 
di gravità di 5, si denomina ellissoide centrale. 
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Qò emerge dalla costruzione stessa della superficie, perciocché essa 
è chiusa da ogni parte dintorno ad 0, quindi fra le quadrìche, cui ap- 
partenga l'equazione (i), non può esservi che l'ellissoide, ma si arriva 
anche a questa stessa conclusione per la seguente semplice osservazione. 

La scelta degli assi coordinati, aventi sempre l'orìgine in 0, è arbi- 
traria, ora se si prendono in modo che i coefficienti B. sieno nulli, 
allora si avrà per equazione della cennata superficie 

(2) h'^XAXU 

e poiché le A. sono quantità essenzialmente positive, essa é l'equazione 
di un ellissoide i cui diametri principali, od assi sono 2a^ = ih: YA^. , 
diguisaché la stessa (2) si permuta nella nota forma 

(3) i(f )'= .. 

Gli assi coordinati scelti con la condizione d'essere B. = o, ossia 
che restino sodisfatte l'equazioni 

(4) Z«X,X, = o, XmX,X. = o, ZmX.X, = o, 

ovvero 



/// 



fX,X.dXJXJX. = o, 



(4') I fff?X^XJXJXJX,=:o, 

JJffX,XJX,dXJX^ = o, 

coincidono coi diametri principali, od assi dell'ellissoide, perciò diconsi 
assi principali d'iner:^ia, ed i momenti d'inerzia A^ rispetto a codesti assi 
diconsi momenti d'imrxjia principali del sistema relativi al punto 0; se 
poi é il centro di gravità del sistema, gli uni si chiamano assi prin- 
cipali untrali, e gli altri momenti principali centrali d'inerzia del sistema. 
Dati gli A. e la costante ib, va determinato per la (3) l'ellissoide) 
per converso conosciuta questa superficie, e perciò essendo determinati i 
suoi semiassi a., riesce facile calcolare il momento d'inerzia rispetto a 
quabiasi asse passante pel centro 0, giacché da un canto si ottengono 
gli A. per la relazione A,=zk^ :a*^ d'altro canto colla succitata (4) del 
5 155 si ha il momento d'inerzia richiesto 

(5) f^ = Z^i*?- 

F. Caldarera. — iffCMtiìM. 31 
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Allorché il sistema materiale 5 è costituito da una superficie piana, 
la sezione di questo piano, con l'ellissoide d'inerzia, dicesi ellisse d'inar^ 

165. Col predetto ellissoide, ne coesiste un altro concentrico, che 
serve utilmente anche per la determinazione dei momenti d'inerzia ri- 
spetto ai raggi uscenti dal centro 0, che va costruito nel modo seguente: 

Sia P la perpendicolare tirata da ad uno dei piani tangenti al 
primo ellissoide, il cui punto di contatto sia determinato dalle coordinate 
X|, piano rappresentato dall'equazione 



e si prolunghi OP di una quantità PQ tale, che OQz= k: OPy es- 
sendo k la costante stessa che ha servito per la costruzione dell'ellissoide 
d'inerzia; il punto Q è uno della superficie richiesta, reciproca dell'anzi- 
detta, la quale si denomina anche ellissoide di gira:^om, di cui è fadle 
stabilirne l'equazione. 

Infatti, si dinotino p. i coseni degli angoli, che la OP forma con 
gli assi coordinati, e q^ le distanze da dei punti d'incontro di questi 
assi col menzionato piano tangente, si hanno le relazioni 



quindi 



OP 






donde, attesoché 



si ricava 






,2 > 



e commutando questa nelle coordinate correnti x^ dei punti Q, risulta 
l'equazione dell'ellissoide in considerazione 

(6) Z<*J = *'. 

Per la quale si rende manifesto che i diametri principali dell'ellis- 
soide di girazione sono gli assi principali del sistema materiale 5, ed il 
momento d'inerzia di questo rispetto alla perpendicolare su di un piano 
tangente qualunque al detto ellissoide é misurato dal quadrato di essa 
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perpendicolare; giacché, designata N, e dinotati y. i coseni d^li angoli 
che (a medesima forma con gli assi coordinati, r. le distanze da dei 
punti d'incontro tra questi assi e il cennato piano tangente, la cui equa- 
zione è 

!«:*;*, = *% 

le x^ dinotando le coordinate del punto di contatto, si hanno le relazioni 

jfe» 

e di seguito 

CI- Cl-X- 

deducendosi da quest'ultima, stantechè ^ a] 7Ìl = V , l'espressione 



m=v^m. 



ed attesoché jk' : a? = i4 . , risulta infine 

(7) f^ = ON'=I^,Y:. 

166. n sistema degli assi principali d'inerzia é unico, se l'ellissoide 
è a tre assi ineguali, ma se tale superficie sia di rotazione, avente perciò 
due assi eguali, 2 a, = 2 ^z, , per es., quindi A^=^ A^y allora sul piano 
delle X, , X, vi sono infiniti assi ortogonali che con quello di rotazione 
formano, a teme, infiniti sistemi di assi principali d'inerzia. 

Se ne trova altred un numero infinito, se gli assi dell'ellissoide sieno 
^uali, ossia se questa é una superficie sferica, essendo allora A=A^A^ , 
giacché per queste eguaglianze il momento [i per qualsiasi asse risulta 
eguale, avendosi per la (5) 

sicché (A é indipendente della direzione dell'asse 07, cioè a dire é lo 
stesso per qualsiasi asse. 

Supposto che i momenti principali d'inerm sieno disuguali, e nel- 
l'ordine 

quindi fra i semiassi dell'ellissoide si ablnano le ia^uaglianze 
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Stante la relazione X ** = ^ per la surriferita (5) sì hanno 

(t = ^, + (^. - ^,)«t + dA,- a;)xI, 

perdo 

ossia ^, è il più grande ed A^ il più piccolo di tutti i momenti d'inerzia 
relativi ai diversi assi passanti per 0, dunque il momento d'inerzia più 
grande corrisponde al più piccolo asse dell'ellissoide d'inerzia, e viceversa; 
dò emerge parimenti dalla forma stessa di detta superficie, stantechè il 
momento d'inerzia rispetto ad un asse è in ragione inversa del quadrato 

del corrispondente semidiametro, avendosi in generale (i. = jfe' : O M*. 

Si potrà scegliere gli assi coordinati in guisa che due soltanto dei 
prodotti d'inerzia sieno nulli, delle (4) del § 164 si avverino le prime 
per es., l'equazione dell'ellissoide in tal caso si presenterà nella forma 

(8) k* = ZA^i~2B^X,X,ì 

l'asse OX^ sarà un asse dell'ellissoide, perciò uno degli assi prindpali 
d'inerzia relativamente al punto 0; gli assi OX,, OX^ sono nel piano 
perpendicolare ad OX^y senza coincidere con 2 a, , 2 a, , giacché per tale 
coincidenza bisogna che sia verificata la terza delle citate equazioni (4). 

167. Come si è osservato nel precedente paragrafo, se i tre assi 
coordinati sieno prindpali, ed i semiassi dell'ellissoide d'inerzia nei rap- 
porti di grandezza 

saranno A^ il più grande, ed A^ il più piccolo di tutti i momenti d'i- 
nerzia relativi agl'infiniti assi passanti per ; quindi si può dire che un 
asse è prindpale quando, al variare la direzione, la differenziale totale dd 
momento d'inerzia è nulla, dimodoché il momento d'inerzia rispetto a 
tale asse sarà un massimo od un minimo, fra tutti quelli relativi agli assi 
che lo circondano. 

Ciò posto, attesoché dalla (4) del § 155 si ricava 

+ (^,«3 - 5, a, - 5,a.)(ia^ = o. 



"X 
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e tra gli cl. sussiste la relazione X*i = ^> quindi l'equazione 

Xa^da, = 0, 

moltiplicata quest'ultima per un'indeterminata \ e sottratto il prodotto 
dalla precedente, annullati indi i coefficienti delle variazioni dd.j risul- 
tano le tre seguenti equazioni omogenee in a.: 

(9) -53«. + (^,-X)«,-5.«, = o, 

le quali per essere coesistenti richiedono che si avveri l'equazione 

A. — X 



(«) 



— B, —B 



— B —5 

3 a 

A. — \ —B. 



A^ — \ 



= o 



servente alla determinazione di X. 

Onde sviluppare convenientemente il determinante del primo membro, 
alla prima verticale moltiplicata per £^ si aggiunga la seconda moltipli- 
cata per — B^y 3i questa dietro tale moltiplicazione si aggiunga la terza 
verticale moltiplicata per 5^, e quest'ultima si mantenga cosi modifi- 
cata, indi si dividano le orizzontali prima, seconda e terza rispettivamente 
per jBj, 5,, B^; dietro di che, e poste altresì per brevità 



H, = A,+ ^^^^ 



H, = A, + ^^ 



^3 = ^, + ^ 



= 0; 



5, ' "» "* ' B^ 

à ottiene per la stessa equazione 

H, — X o 

— H, + X H,-\ 

o — H, + X 

sviluppato il determinante secondo gli elementi della prima verticale, e 
per A^ posto H — B^B^iB^, si ricava 

(/f.-X)(H.-X)(H,-X)-(H.-X)(H.-X)M^ 

ì 

-(ff,-X)(H,-X):^-(H,-X)(H.-X)M,. = o, 



-B^B^'.B, 

-B^B,:B, 

Aj — y. 



le quale equaaone, divisa pel suo primo termine, e per B^B^B., si può 
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mettere nella forma 

('°) 575:5; = l^K^'-X) ('•='.>. 3). 

Essendo la scessa di 3^ grado in X a coefficienti reali, deve avere 
almeno una radice reale, però si dimostra facilmente che essa ha tutte 
tre le radici reali; infatti, ammesso che possa essere 

daUa stessa equazione, moltiplicando e dividendo i tre termini del secondo 
membro rispettivamente per 

ed quagliando a zero la parte reale, e la parte affetta da Y — i, à ri- 
cavano le due s^uenti 

m — T-L MiIlP— — o aY — ^ — 0- 

W B,B,B, ^ B] iH.-py + q'-''' *2. Bj (H,-i,y+?»-°' 

ora, è da escludere che possa essere />, ovvero q infinita, perchè nell'un 
caso o l'altro dovrebb'essere B^B^B^ = co ^ ciò che non è ammissibile 
pei sistemi materiali finiti, e poiché il fattore di q nella seconda equa- 
zione è una quantità essenzialmente positiva, ne segue dover essere 9 = 0, 
perciò il valore di ciascuna radice della (io) non potrà contenere parte 
immaginaria, od in altri termini tutte e tre le sue radici devono essere 
reali. 

Per la determinazione degli a. mediante le (9) dipendentemente dai 
valori di X, si rileva che, attentamente osservate quell'equazioni, si può 
porre 

(II) *^ = 5,(/f,-X)' 0=1.^3). 

L essendo un'ausiliaria che si determina facilmente, giacché quest'espres- 
sioni devono verificare l'eguaglianza X*i = i> donde si deduce 

(^^) T'^^5.?(H, — X)*' 

adunque, dopo avere determinato i valori di X mediante l'equazione (io), 
s'introdurranno questi nella (12) per ricavare i corrispondenti valori di 
L, che sostituiti nella (11) insieme a quelli di X, d daranno tre teme 
di valori dd coseni direttori a . , i quali valgono a fissare le posizioni dei 



cosx 
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tre assi principali dMnerzia del sistema relativi al punto 0; e s'inferisce 
in conseguenza che per ogni sistema materiale dato, e per qualsiasi punto 
assegnato, esiste sempre un sistema di assi principali, che sono tra loro 
ortogonali come agevolmente si dimostra nel modo che segue. 

Designiamo \ (^ = i, 2, 3) i tre valori di X, a^^. i corrispondenti 
degli a^. sopraindicati, Lj^ quelli di L, dinotiamo parimenti Ox^^ ì detti 
tre asd, e poiché si ha 

cosx.Ox, = Xa»aa.» 
dietro sostituzione delle relative espressioni (11), date cioè dalla formola 

_ A 

viene 

rOx, = L^L,X B](H, — \XHi — \) ' 

intanto dalla (io), posto per X successivamente \y \y e sottraendo, si 
deduce 

tna, poiché X, , X, sono differenti tra loro, dev'essere nullo l'altro fattore, 
che segue la differenza X, — X, , cons^uentemente si ha 

COSXj Ox^ = o, 

e d dimostra analogamente essere 

cos JC, OXj = cos x^ Ox^ = o. 

In ultimo luogo osserviamo che scrìtte l'equazioni (9) come s^ue : 

e moltiplicate rispettivamente per a, , a, , a^ , indi sommate, stante la (4) 

del ^ 155 risulta 

X = tx; 

donde é reso manifesto che i valori delle ausiliarie X sono i momenti 
d'inerzia relativi agli assi principali, ossia i valori X^^ ricavati dall'equa- 
zione (io) non sono che codesti momenti d'inerzia (x^^ (ft= i, 2, 3). 
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168. Le coordinate di un punto del sistema materiale 5 riferito ag^ 
assi principali OX.y dinotate X.y sono legate alle coordinate x^ relative 
ai primi assi coordinati, ed inversamente, per requaàoni (8) del 5 3i> 
cioè a dire 

(13) ^i = Z«a^»i X, = X^'ikXil 

ora, il momento d'inerzia 

dinotando i la distanza dell'elemento tn dall'origine O, per cui si ha 
può mettersi sotto la fonna 

(14) fi^. = ZmJ;'-.Xwx;; 

donde si trae, con riguardo alla prima (13), 

e da questa espressione, rimettendo per le Xj^ le relative espressioni for- 
nite dalla seconda (13), si ricava 

la quale espressione per essere nulla richiede doversi avverare l'eguaglianze 

Zw»X,X, = o, Z^^i^j = o, 

e si dimostra analogamente che per annullarsi (i (i.^ , (i pi^ , oltre di queste 
due eguaglianze dee verificarsi la terza 

^mX^X^ = 0, 

ritornandosi pertanto alle condizioni (4) del 5 1 64, affitichè gli assi coor- 
dinati sieno assi principali d'inerzia. 

169. Cangiamento di origine degli assi coordinati. — Se per un 
punto 0' preso a piacimento, di coordinate o^, si conducano tre nuovi 
assi 0' X[ rispettivamente paralleli ai primitivi, relativamente agli stesa 
le coordinate di un punto qualsiasi P del sistema materiale S sono x. — 0-, 
essendo x. quelle dello stesso punto rispetto ai primi assi, ed in conse- 
guenza pei momenti d'inerzia A[ ed i prodotti d'inerzia B[ relativamente 
ai nuovi assi si hanno, stante la (5) del ^ 156 per A'^ l'espressione 

(15) ^; = ^, + Af(a» + 0-2 M(g, 0, + ir.O, 
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e pel prodotto d'inerzia B*^ la seguente 

(i6) 5; = 2;m(x.-o(^.-0 = 5,-Af(f,^, + ?,o.-o.O> 

deducendosi dalle medesime quelle di A\ , B\ ^ A^y B\ mediante le suc- 
cessive sostituzioni circolari nel gruppo (i 2 3) degl'indici; in ^^ le ^. 
sono le coordinate rispetto ai primi assi del centro di gravità G, M di- 
nota la massa dell'intero sistema 5; e tali espressioni (15), (16) con le 
loro cons^uenti forniscono i coefficiend da sostituirsi nella (i) del § 164, 
onde ottenere l'equazione dell'ellissoide d'inerzia relativa alla nuova ori- 
gme 0'. 

Se la primidva fosse nel centro di gravità G del sistema, quindi 
nulle le g.^^ l'equazione del nuovo ellissoide sarebbe 

^^'^\ -2[B,+M(,.ojy.x;-2[B.+Ma.o,]x:;^;-2[5,+Af(,,o.]x;x: ; 

ed inoltre, se i primi assi sieno gli assi principali centrali, per cui i pro- 
dotti B^ sieno nulli, si ha semplicemente per l'equazione dell'anzidetto 
ellissoide 

Riferendo questa stessa superficie ai suoi assi, i nuovi coefficienti, 
ossia i momenti principali d'inerzia, sono le radici della seguente equa- 
zione in X 

^^'^ M'^^Ì^.^mV — X' 

dedotta dalla (io) del § 167 osservando di aversi in questo caso 

H, = A, + Uo\ = ^i + U\\ 

posto /* = X ^i > ^ quale equazione perciò risolve il quesito : 

Daii gli assi principali centrali di un sistema materiale 5, in gran- 
de:^ e dire:^i(mej ossia data Vequax}one 

dell' ellissoide centrale, calcolare i momenti d'inerzia principali dello stesso 
sistema relativamente ad un punto qualunque 0\ di cui sieno conosciute le 
coordinate 0,., e perciò la sua distanza l dal centro di gravità di 5. 

L'equazione (18) rivela che il luogo dei punti 0', pei quali l'ellis- 
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250 PARTE n. — STUDIO DELLE FORZE. 

soide d'inerzia si riduce ad una sfera, si ottiene ponendo reguaglìanze 

(0,0, = 0, 0,03 = 0, 030^ = 0; 

supponiamo, per es., che sieno 0^ = 0^ = o, A^ = A^y vale a dire che 
l'eUissoide centrale sia di rotazione attorno Tasse OX^ coincidente con 
flj, essendo in tale caso A^=^A^-\-Mó^^y ne deriva l'espressione 



\ = ±]/ 



Ar—A. 



M ' 

che sarà reale tutte le volte che sia A^^A^^ doé a dire semprechè l'eOis- 
soide centrale sia di rotazione attorno l'asse minore, esistendo allora sa 
quest'asse due punti 0' equidistanti dal centro di gravità di una lunghezza 
espressa per la formola 



V 



A, -A, 



M 



VI. — Momenti d'inerzia riferendo il sistema ad mi tetraedra 

170. Riferito il sistema materiale 5 ad un tetraedro fondamentale, 
pel quale manteniamo le designazioni già date nei §§ 4, 28, ed altri suc- 
cessivi, determiniamo i momenti d'inerzia : 1° relativamente ai raggi OX^ 
(j = I, 2, 3, 4) di una stella rispettivamente perpendicolari alle facce 
B^ del tetraedro; 2° rispetto agli spigoli dello stesso tetraedro, o ad asà 
ai medesimi paralleli; 3° rispetto ad un asse 01 passante per un dato 
punto 0, e comunque inclinato con le facce del tetraedro. 

i^ Sieno 0,. le coordinate del punto fisso 0, x. quelle di un de- 
mento dm del sistema S, e poniamo le ausiliarie S; = x. — o.\ supposto 
che si voglia il momento A^ relativamente al raggio X^ , designate I 
la distanza di dm da, 0, r la perpendicolare tirata dallo stesso demento 
dm svi detto raggio, poiché 

ne deriva 

quindi, indicando con / la somma di tutti i prodotti r* dm estesa a 
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tutti gli dementi del sistema 5, si ha 



^, = filmili -Vò dm. 



ed in generale, rispetto ai suindicati vari raggi della stella 0, 

(0 ^,=f(I.EiÌÌ-~Vddm (*=i.2,3.4> 

2® Volendosi il momento A^^ del sistema S relativamente allo spi- 
golo Dj^ del tetraedro fondamentale, si osservi che il piano -tu delle 
coordinate x,, x^ dell'elemento dm è perpendicolare a codesto spigolo, 
e taglia le &cce B^ , B^ secondo due rette, il cui angolo è la misura del 
diedro avente per costola lo stesso D^^, e che insieme alle x,, x^ for- 
mano un quadrilatero inscrittibile ad un cerchio, il diametro del quale è 
la perpendicolare h tirata di dm allo spigolo D ; stante taU osservazioni 
riesce facile rilevare essere 

ed in conseguenza pel richiesto momento si ha 

^^^ ^H = sen^^Z? /^^' + ^ + 2x,x,cosD,^dm; 

ottenendosi da questa l'espressioni dei momenti rispetto agli altri cinque 
spigoli, con fare subire al gruppo (1234) degrindici le sostiturioni (30) 
del § 126, cioè a dire: 

(a) (^^^A /M23\ /23I4\ /24I3\ /34iA 
^^ V1234/' V1234/' \12s4)' \12s4)' VI234/* 

Pei momenti d'inerzia dello stessp sistema 5 rispetto ad assi paral- 
leli ai detti spigoli del tetraedro, condotti pel dato punto 0, supposto 
da prima volersi per l'asse parallelo a D^^, e che designiamo A' , si 
osserva agevolmente che basta nella (2) surrogare x^ — 0, , x^ — 0, ri- 
spettivamente alle X,, x^, sicché atteso le ausiliarie 

5. = X. — 0. 
viene, 

ovvero, sviluppando, e dinotate d^ la distanza tra lo spigolo D^^ e il 
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nuovo asse, M la massa dell'intero sistema 5, g^ le coordinate dd suo 
centro di gravità G, si ottiene per lo stesso momento l'espressione 

e quando per si prende lo stesso centro di gravità G di 5, quindi 
sieno 

Oi^gi, di = (g] + gl + 2g,g,cosDJ:sm'D^^, 
si ha 

(5) A* = ^,4 - M^Ui 

e per dedurre da quest'espressioni (4), (5) le relative ai momenti d'i- 
nerzia rispetto ad assi paralleli agli altri cinque spigoli D^, D^^, D^^, 
D,j, Dj,, condotti pei cennati punti 0, G, basta fare sutóre al gruppo 
(1234) degl'indici le sostituzioni sopraindicate (a). 

3° Finalmente, se si vuole il momento d'inerzia (jl di 5 rispetto ad 
un asse 01 qualunque condotto per 0, che formi con le facce B^^ del 
tetraedro angoU, i cui seni sieno dinotati X^, si osserva che dinotandosi 
con X- le coordinate di un punto qualsiasi P dello spando, con p la lun- 
ghezza della perpendicolare tirata da P sull'asse 07, la medesima va 
espressa per la formola seguente, con riguardo alle ausiliarie ^. = x. — 0. , 

(6) ]>• = 1^,(5. + \Z>»U*, 

in cui il primo sommatorio ^ si estende ai valori di i = i, 2, 3, 4, 
e per ciascun valore di quest'indice il secondo sommatorio, che segue X., 
si estenderà ai valori di & = i, 2, 3, 4; in essa formola, al pari che 
nella surriferita (i) di i^^, i coefficiend E. sono dati per la (25) del 
5 28, e le sue conseguenti ivi designate; i v^^ poi sono forniti, il primo 
dall'espressione 

e gli altri v^ , v^ , v^ dell'espressioni conseguenti da questa con le succes- 
sive sostituzioni circolari negl'indici (i 234). 

La stessa (6), dietro sviluppo dei quadrati che seguono gli f. , stamte 

la relazione ^E.'k]^^!, può presentarsi nella forma 

(8) p* = Xe,v,+'2^e^,\Z^,i, + (Z>0% 

e se per P si considera un elemento dm del sistema 5, pel momeoto 
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d'inerzia richiesto si ha 

In tutte le riferite espressioni essendo dm = fdv, doè dv il vo- 
lume, e p la densità media dell'elemento materiale in considerazione, è 
da osservare che l'espressione di it; dipende dal modo di scomposizione 
del volume di 5 in volumi elementari, ed a gradimento si potrà quindi 
seguire il modo indicato nel § 142, e adoperare la formola ivi data. 



CAPITOLO QUINTO. 

SULL'ATTRAZIONE. 



I. — Prindpt e fi>rmole generali 

171. Studiando il movimento dei pianeti, dietro le leggi di Keplero, 
si è dedotto che nel Sole vi sia una forza attraente i pianeti con inten- 
sità tanto maggiore per quanto più grande sia la massa, e che decresce 
come aumentano i quadrali delle distanze; che sìa parimenti dei pianeti 
primari rispetto ai loro satelliti; e generalizzando questa legge aUa vicen- 
devole azione fra tutti i corpi dell'universo, si è pervenuti a stabilire la 
legge dell'attrazione universale formulata come segue: 

Sieno A Q B due molecole, di masse m, m', poste alla distanza r, 
la molecola A esercita suUa molecola B un'attrazione diretta da B verso A^ 
e la molecola B esercita su di ^ un'attrazione diretta da A verso £, il 
cui valore comune va espresso per la formula 

f essendo una costante, ossia la forza scambievole tra due elementi di 
massa i posti aUa distanza i, la quale perciò dipende dalla scelta ddle 
unità serventi a valutare la distanza r, la forza F, e le quantità di ma- 
teria w, m'. 

Essa formala dunque spuifica che le due molecole si attraggono con 
una jor%a scambievole direttamente proporzionale al prodotto delle loro masse, 
ed inversamente al quadrato della distans^a, e costituisce la legge dell'attra- 
zione universale, detta anche Newtoniana, dal nome del celebre Newton 
che primo la scopri. 
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Da taluni si è cercato di studiarla con maggiore generalità (sinora 
però con ristrettissimi successi) assumendo che la forza scambievole tra 
due molecole vari secondo una funzione qualunque <p(r) della loro di- 
stanza, e con particolarità supposto <p(r)= irr", essendo n un intero 
positivo qualunque, di guisachè la forza F sarebbe espressa per la formola 

J-. ^mtìi 

ma in mtto ciò che va a seguire noi ci atterremo alla legge Newtoniana, 
che si ritiene quale legge naturale. 

La determinazione della risultante delle azioni attrattive esercitate 
dalle molecole di un corpo sopra un punto materiale, posto ad una data 
distanza, ovvero la risultante di tutte le forze attrattive, che le molecole 
dì un corpo esercitano su tutte quelle di un altro corpo, costituisce uno 
dei più importanti problemi della Meccanica, e dello stesso tra i limiti 
possibili ad un Corso, ci occuperemo nei seguenti paragrafi. 

172. Sia un punto fisso preso per origine di tre assi coordinati 
ortogonali OX., designiamo x. le coordinate di un elemento M qua- 
lunque di un corpo, o sistema materiale attraente S, con dm h massa, 
e con ^. le coordinate dell'elemento attratto Ay di cui sia (i. la massa; 
infine indichiamo con u la distanza dei due elementi attraente M ed 
attratto A, perciò 

(2) ^" = X(.Xi-Ìd" (i=i, 2, 3). 
L'attrazione esercitata da M su ^4, diretta secondo AMyVZ espressa da 

v — fjtAH 

U 

e le sue projezioni, o componenti secondo gli assi OX., sono 

Xj — ^i p _ _ f^ (^i — xòàfn 

sicché, designate X^ le componenti dell'attrazione esercitata sul punto A 
da tutte le molecole del corpo S, e dinotati p la densità di una delle 
molecole, dv il suo volume, perciò dm=^fdv, osservando altresì che 
/ e ft sono fattori costanti, si avrà 

(3) X, = -fi.l}i^fdv, 
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estendendo il sommatorio J], per uno stesso valore di i = i, 2, 3, a 
tutti gli elementi del corpo 5, e supposto che codesti elementi si succe- 
dano in continuiti, Io stesso sommatorio si commuterà in tripla integra- 
zione, talché verrà 

(4) X, = _/p.y*y*y^i£'p dv. 

Allorché il punto attratto A fa parte della massa attraente, parrebbe 
a prima vista che un fattore infinito s'introducesse nell'espressione di X- 
per ognuno degli elementi vicinissimi ad Ay stanteché per essi la tf sa- 
rebbe un infinitesimo; ma é ad osservare che relativamente a questi ele- 
menti anche 'A dv è \m infinitesimo di 3° ordine, sicché il rapporto 
dv :u^ sia finito, come si rileverà più chiaramente con la trasformazione 
che faremo più innanti della stessa (4), supposto però che la quantiti p, 
la quale é una funzione delle x^, non diventa infinita in alcun punto; 
pertanto nulla si ha da cangiare a questa formola, anche nel caso in cui 
il punto attratto faccia parte della massa attraente; od in altri termini, 
risulta che le X^ sono funzioni finite e continue delle ^,.. 

Se devesi determinare l'attrazione di un corpo 5 sopra altro coqw 
r, di cui faccia parte l'elemento A sopra considerato, la formola rela- 
tiva si ottiene dalla precedente surrogando a (i. l'elemento differenziale, 
che corrisponde al punto di coordinate 5^, ed indi s'integrerà per rap- 
porto a queste variabili ^. tra i limiti definiti dalla forma esteriore del 
corpo T; in conseguenza, le componenti dell'azione esercitata da un corpo 
sopra un altro dipendono, in generale, da integrali sesmpli. 

173. Supposto che il volume di 5 sia divìso in parallelepipedi infini- 
tesimali, mediante piani paralleli ai piani coordinati, si ha dv=zdx^dx^dx^y 
ed atteso questa espressione, e la (2), per la (4) viene 

(5) X,=/f. f f ffi^.-QdxJxJx, 

Invece delle coordinate ortogonali conviene talvolta introdurre le 
coordinate polari, prendendo il punto attratto A per origine, avendosi 
perciò $. = o; supposto quindi che il corpo attraente sia scomposto in 
elementi come fu indicato nel § 144, sostituendo però OX^ all'asse OX^ 
in esso 5 designato per asse del fascio di piani scomponenti il corpo in 
porzioni cuneiformi, e designato con u il raggio che fu dinotato r, con 
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tali indicazioni si hanno 

IjCj = tf cos6, x^ = acos<p senO, x^ = wsen<psen6, 
dv = u* seno d<fd^du, 

e per la (4) 

X, =/|x f f ff'stn^cosfid(fdBdu, 

(7) < X^=fiL I I /psen*6cos<pd<pd0(itt, 

Xj=/ft / / / psen*6sen<prf9d6dtt, 

sotto le quali forme si scorge chiaramente che le X. comportano valori 
finiti, ancora quando il punto attratto faccia parte della massa attraente. 
Se adoperando le coordinate polari, si prende per polo un punto 
del corpo 5, ed X, per asse del suindicato fascio di piani, le x.cdv 
saranno espresse per le stesse fonnole (6), surrogandosi ad u il raggio 
vettore r := OM dell'elemento Af di S che si prende in considerazione, 
cons^uentemente per la (2) si ha 

(8) u^ = (rcose — iy + (r senOcosip — 5J* + (rsenOseìi? — 5,)% 
e per le (4) vengono 

174. Riferiti il corpo anraente 5 ed il punto attratto ^ ad un te- 
traedro fondamentale, ritenendo per questo le designazioni già date, e 
parimenti per le forze attrattive che gli elementi di 5 esercitano su di A, 
volendosi le componenti di esse forze stimate secondo i raggi OX^ 
(t = I, 2, 3, 4) di una stella rispettivamente perpendicokri alle facce 
B. del tetraedro, indicando con x. le coordinate di un elemento attraente 
qualsiasi del sistema 5, con ^. quelle di ^, da un canto per la distanza 
u fra esà due elementi si ha 
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il sommatorio esteso ad t = i, 2, 3, 4; d'altro canto il coseno dell'an- 
golo che la stessa u forma con uno dei raggi O X. è dato dal rapporto 
(x. — ^i^'u; in conseguenza per la somma delle forze attrattive secondo 
uno degl'indicad ra^, similmente alla (4) del § 172, si ha 

00 X, =fY.JJJ'^^^^^dv, (A= I, 2, 5.4). 

La scomposizione del volume del corpo attraente in volumi elemen- 
tari dv puossi fare col sistema designato in fine del § 142, quindi rite> 
nere colle dinotazioni ivi stabilite l'espressione data ài dv^ con che, e 
stante pure la (io), la precedente formola diventa 



Xi 



JJJ [ZbA-WT 

in cui per le designazioni del citato § è 

j = 5: S S S . 

1 ^ • Il 23 3) 



n. — Applicazione delle forinole generali a taluni casL 

175. Applichiamo in primo luogo le precedenti formole al caso in 
cui il corpo attraente sia uno strato sferico, compreso tra due sfere con- 
centriche in di raggi i?^ ed R^ R^^ del quale la densità p vari se- 
condo la potenza n"* del raggio vettore r, cioè che sia p = iì: r", essendo 
k una costante; supponiamo altresì che per l'asse X, si prenda la retta 
OA congiungente il centro dello strato sferico col punto attratto A, 
acche 

che dinoteremo semplicemente a ; ora, stante le premesse è evidente che 
tutte le masse di 5 sono disposte simmetricamente dintorno alla OA, in 
conseguenza si avrà la sola X^ per la risultante delle forze attrattive di 
tutti gli elementi di 5 sul punto A, e che designeremo semplicemente X; 
inoltre per le poste condizioni si ha 

(a) u* z=z a" -{-r^ — 2/xrcos6, 

e per la prima (9) del § 173 nel caso presente viene 
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integrata la stessa rispetto a 9 tra i limiti o e 27r, si ottiene 

e poiché il secondo integrale si riferisce alle variazioni di u e 0, ricavan- 
dosi dalla (a) 

^rsenOdO =1 udu, 
risulta 



/'"■ "fi 




I limiti del secondo integrale, come si scorge facilmente dalla 
fig. 70, sono secondo due casi: i** di trovarsi A esternamente, u=a4-r 

ed u = ^ — r ; 2° trovandosi A nel cavo 
^'o:^^ dello Strato, u = r-\-a, u=r — a; ed in 
corrispondenza risultano 

£r('+^)''"=-"' 
ir('+^)''"=°- 

Di seguito, pel caso in cui il punto 
attratto è esteriore viene 

m X = lXt*![ r V- dr = /^^^. ^R^' - i?rO , 

e quando codesto punto trovasi nel cavo si ha 

X = o. 

Da questi risultati s'inferisce che se il punto attratto A faccia parte 
dello strato attraente, immaginata la sfera di centro e raggio a, che 
passa per A, essa scomparte 5 in due strati sferici, l'uno di raggi R ed 
a, relativamente al quale il punto A sì trova nel cavo, quindi non avente 
alcuna influenza sull'attrazione di detto punto, l'altro strato è di raggi a 
ed R^f rispetto al quale il punto A puossi considerare come esterno, 
sicché per l'attrazione di 5 in forza della formola (Jf) risulta sempli* 
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cernente 

Se invece di uno strato sferico, il corpo attraente fosse una intera 
sfera, basu porre i?^ = o, e dalle formole (t), (e) si ricava, secondochè 
il punto A sia esteriore od interiore alla massa attraente, 

^' (n+3)a* «+3 






Inoltre, quando la massa attraente è omogenea, conseguentemente 
n == o, dinotandosi con M tutta quella dello strato, cioè 

o dell'intera sfera M = — hicR^, ed M' quella delle rispettive portoni 
limitate dal raggio a, ossìeno 

3 3 

dalle formole (&), (e), ((Q si ottengono rispettivamente 

deducendosi : 

i^ Cfce 5^ si tratta di uno strato sferico o di una sfera piena, la for^a 
di attrazione sopra un punto esterno è la stessa come se la massa attraente 
fosse tutta condensata nel centro, e l'attrazione dipende unicamente dalla di- 
stanza di detto punto dal untro del corpo; 2^ che allorquando il punto at- 
tratto fa parte del carpo, tutta la massa che si trova esteriore alla sfera 
passante per esso punto non ha alcuna influenza (e dò ha luogo parimene 
per n differente da z^^)» l'oltra porzione della massa attraente esercita 
un'azione conforme alla legge precedente. 

Questi stessi risultati si applicano alla determinazione dell'attrazione 
esercitata su di un punto materiale da più strati sferici concentrici di dif- 
ferente densità, ma eguale per uno stesso strato, doè a dire: 

Se il punto è esterno, si pub considerare tutta la massa attraente con- 
densata nel centro comune degli strati; se questi lasciano al centro un cavo 
vuoto, $d il punto trovasi in esso cavo, l'attrazione t nulla; se gli strati si 
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succedono in continuità, t il punto attratto faccia parte dell'involterò, allora 
la massa al difuori della sfera passante per detto punto non ha alcuna in- 
fiuenxa, t l'attrazione dipende soltanto dagli sfrati che rimangono interiori 
alla detta sfera. 

176. Di un corpo attraente, avente forma e densità qualunque, si 
può considerare tutta la sua massa come condensata nel centro di gra- 
viti, allorché le sue dimensioni sono piccolissime rispetto alla distanza di 
detto centro dal punto attratto. Infatti prendiamo per asse delle x, la 
retta congiungente il centro di gravità G del corpo col punto attratto Ay 
pel quale in conseguenza sono ^, = ^^ = o, e per ^, poniamo sempli- 
cemente a, la componente dell'attrazione esercitata dal corpo 5 sul detto 
punto, che in questo caso si può riguardare come la risultante, designata 
X, in forza della (4) del § 172 è 



""^-f^iir-^''"- 



ora, posto u = a -|- ^9 essendo S una variabile contenuta tra zero e la 
più grande dimensione dd corpo 5, sicché il rapporto e = ^ : a sarà una 
quantità piccolissima, avendosi 



u 
viene 






Se le dimensioni del corpo sieno cod piccole rispetto ad a, che il 
rapporto t sia tanto piccolo, da potersi trascurare nella serie tutti i ter- 
mini in e, risulta semplicemente 

e poiché p^ origine delle coordinate ji^^ si è preso il centro G di gra- 
vità del corpo, si ha 

pertanto, designata M la massa dell'intero corpo attraente, ossia 



263 PARTE n. ^STUDIO DELLE FORZE. 

risulta 

co -x = -/,.-^, 

come era a dimostrarsi. 

177. Attrazione di due sfere, o di strati sferici esteriori l'uno 

dall'altro, O di due corpi Q.UALUNQ.UE POSTI A GRANDISSIMA DISTANZA.— 

Fu rilevato nel § 172 che il calcolo dell'attrazione esercitata da un corpo 
sopra un altro dipende, in generale, da integrali sestupli, donde si pre- 
sente le maggiori difficoltà ad incontrarsi, comparadvamente alle quisdoni 
finora da noi studiate, quindi la trattazione di tale problema (molto più 
generale) debba riuscire ordinariamente impradcabile, salvo casi spedali, 
fra i quali faremo cenno dei due seguenti: 

I** Dietro i risultati conseguiti nel § 175 sull'attrazione di una sfera, 
e di uno strato sferico (sia di massa omogenea, ovvero costituiti da strati 
concentrici di differente densità, ma la stessa in un medesimo strato) 
sopra un punto esterno, riesce assai facile di calcolare l'azione scambie- 
vole di due sfere, o di due strati sferici esteriori l'uno dall'altro. In£itd, 
avendosi due sfere, se si considera un elemento qualunque della prima, 
l'attrazione di questo elemento sulla seconda sfera sarà eguale ed opposta 
all'attrazione risultante dalla seconda sfera sullo stesso elemento, e perciò 
sarà come se tutta la materia componente la detta seconda sfera fosse 
condensata nel centro; considerando l'attrazione di ogni altro elemento 
della prima sfera sulla seconda, si verrà allo stesso risultato. Si conchin- 
derà dunque che l'azione della prima sfera sulla seconda è la stessa che 
se la massa di questa fosse riunita nel suo centro, conseguentemente si 
può stabilire il seguente 

Teorema. — Due sfere composte ciascuna di strati conunUrici, e di 
densità differente da uno strato aW altro, si attraggono scambievolmente come 
se la materia, di cui ognuna t composta, fosse riunita nel suo centro; od 
in altri termini, Va^ione scambievole delle due sfere è direttamente propor- 
zionale alle loro masse, ed inversamente al quadrato della distanzia fra i 
centri. 

Lo stesso teorema ha luogo evidentemente se l'uno dei corpi, od 
ambedue fossero involucri sferici con cavo al centro, e ciascuno invo- 
lucro composto da strati concentrici di densità diversa da uno strato 
all'altro. 

2^ Nel paragrafo precedente, considerando l'attrazione esercitata da 
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un corpo di forma e densità qualunque sopra un elemento materiale, che 
sìa posto a distanza grandissima dal centro di gravità del corpo relativa- 
mente alle sue maggiori dimensioni, si è rilevato essere la stessa come 
se tutta la materia contenuta nel corpo si trovasse condensata nel centro 
di gravità; per un ragionamento analogo al sopra esposto in riguardo a 
due sfere, si perverrà ad analoga conchiusione, cioè: 

Diu corpi di forme e masse qualunque, i cui centri di gravità si tro- 
vano a grandissima distanza relativamente alle loro maggiori dimensioni, si 
attraggono come se la massa di ciascun corpo fosse condensata nel proprio 
centro di gravità; o dà che vale lo stesso, Va^^ione scambievole dei due corpi 
è direttamente proporzionale alle masse, ed inversamente al quadrato della 
di^tanT^a dei loro centri di gravità. 

UL — Attrazione di un ellissoide omogeneo 
sopra un punto materiale. 

178. Supponiamo da prima che il punto attratto A faccia parte del- 
l'ellissoide attraente, i cui semiassi principali dinotiamo a^ (t = i, 2, 3), 
e sia preso il suo centro per origine degli assi coordinati OX., che 
supponiamo coincidenti con gli assi principali 2 a. dello stesso ellissoide, 
e perciò l'equazione della sua superficie è 

(.) z (t)"= ■ • 

Dal punto attratto A di coordinate ^. si tiri il raggio vettore u al- 
Telemento attraente, le cui coordinate sono x.^ e dinotiamo con cl. ì 
coseni direttori di u coi tre assi OX.^ di guisachè si ha 

sostituendo questa espressione nella (i), e poste per brevità 

si ricava la seguente equazione in u 

pu^ -\- 2qu = l, 
donde si trae 



u-:=l±M±R 
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p è positiva, e parimenti l stantechè, essendo A interiore all'ellissoide, 
^ I — ^ j ^ I, quindi si ha ^q^ -f- Ip ^ ?, e poiché la u devesi con- 
siderare sempre positiva, l'unica soluzione è 

(4) . = -?+f+^ ; 

ed in quanto a questa espressione è da osservare che, riferendosi a tutd 
i punti dell'ellissoide dintorno ad A^ mentre il rapporto ^ ' " ri- 
mane sempre positivo, l'altro -^ cangia segno per due direzioni diame- 
tralmente opposte, giacché q cangia di segno con gli a.. 

Riprendendo la (4) del § 172, stante la surriferita (2) e per essere 
l'eUissoide omogeneo, si ha 



^' = --^'*p///4^"-' 



ed espresso dv in coordinate polari, prendendo il punto attratto A come 
polo, giusta la relativa formola (6) del § 173, posto altresì d<ù = sen 9 did^^ 
viene 



Xi = — /fAp III cL.dtùdu. 



Int^ata questa espressione rispetto ad u, con osservare che i suoi 
lìmiti sono zero ed i valori designati dalla {4), si ottiene 



■'=/'•'//' 



X,= /„, / / lrL»Z+5.,.J„; 



ora, d(A è l'elemento superficiale della sfera di raggio i concentrica ad 
Ay corrispondente all'estensione dell'elemento atttaente, quindi sempre 
positivo, e poiché pei punti dell'ellissoide in posizioni opposte rispetto 

ad Ay mentte la quantità 7* dtù non cangia di valore assoluto né 
di segno, gli a. invece sono a coppie eguali e di segni opposti, quindi 

l'int^ale / / ^ ' ^ a . d ca é nullo, e l'espressione precedente si ri- 
duce ad 



'.•=/l^pJ Jya.-^«- 
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Posto in essa i = i, e rimessa l'espressione di j, si deduce 

e da questa si possono dedurre le X^, X^ con le successive sostituzioni 
circolari nel gruppo (i 2 3) degl'indici; intanto è facile osservare che per. 
posizioni opposte rispetto ad A^ mentre p t dtù mantengono gli stessi 
valori, gli «, , «a, «3 rispettivamente hanno valori eguali e di segni opposti, 
quindi nella X, i doppi integrali che seguono al primo sono nulli, e pa- 
rimenti per le X^, X^, cosicché si hanno semplicemente 

(5) X, =/(^p|5-//y <^<«>> 0= i> ^. 3). 

Per le prime (6) del § 173 vengono 

(6) aj = x, :tt = cos6, aj = Xj:tt = cos9sen6, ajZ=:Cj:tt = sen<psenO, 
quindi per la prima surriferita (3) si ottiene 

ci\a\a^^p = a\a^^ cos* 6 -f. a*(fl| cos'9 -j- a\ sen* 9) sen* 0, 

e di sonito per la (5), con i = i, rimessa l'espressione di dw, si ha 

y _ r f 2 2 r r cos'9sen6fi6^y 

^—JV-f^i^i^.JJ ^»^a;cos'e + (^;cos^(p + a*,sen»^Jsen^6 ^ 

le integrazioni devonsi estendere nei limiti da o a :? per 9, e da o a 2 :? 
per 9, ma poiché il coefficiente di d6 rimane lo stesso per valori sup- 

plementari e tc — 6, basterà prendere per limiti o e — relativamente a 

detta variabile, duplicando ad un tempo il risultato, e parimenti il coef- 
ficiente di ^9 rimanendo lo stesso per valori di 9 presi in una delle 
quattro formole 9, tu — 9, w-|-9, 27r — 9, ne deriva potersi assumere 

per essa variabile i limiti o e — , quadruplicando al tempo stesso il ri- 

silicato; dietro queste osservazioni, e dividendo per cos'9 il numeratore 
e denominatore dell'espressione sotto il doppio segno d'integrazione, poste 
altresì per brevità 

V = a] (al cos' e + a\ sen' 6) , k' = a\ {a\ cos* 6 + a\ sen' 6) , 
si ottiene 

F. Caioarbaa. " Mneamif, 34 
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X, = 8/,fE,«>;jr*cos-e«„9i9£p-^|!L_. 

k 
Pel secondo integrale, a maggiore semplicità posto ^ = -r-tan9, i cui 

limiti sono o ed oo corrispondenti a o e -^ di 9, si consegue 



2L 

Jl*^ dtan<p _ I y^* d^ _ iz 
, F + k' tan' 9 - /TI J, I + C^ - ^ 



e sostituendo in X,, messo altresì 6^ in luogo di 6 per dinotare con 
mag^ore distinzione d'essere l'angolo che il raggio vettore u forma con 
l'asse OXj, viene 



Tf 



(7) X = 4/(^ p - 5. r ' , M ifg^iijg!!!. £g i 



da questa espressione si deducono le relative ad X^ , X mediante le so- 
stituzioni circolari successive nel gruppo (123) degl'indici, intendendosi 
per 6^, 6 gli angoli che il raggio vettore u forma con gli assi coordi- 
nati OX,, 0X3. 

179. Da tutte tre dette formole si rende manifesto che le X^ non 
cangiano, se alle a^ si sostituiscano (i -t~^)^i> giacché sparisce il fat- 
tore I -f" ^; ed essendo S una costante positiva, per la fatta sostituzione 
l'ellissoide primitivo si troverà aumentato di una parte compresa tra la 
sua superficie ed un'altra superficie omotetica rispetto al centro, donde si 
inferisce che l'azione esercitata da questa parte additiva sul punto A in- 
teriore al primo ellissoide è nulla, e da ciò si conchiude: 

1° Che uno strato omogeneo, compreso ira due superficie elìissoidiche, 
omotetiche rispetto al centro, non esercita alcuna aT^ione attrattiva sopra un 
punto, che si trovi nello spazio vuoto conterminato dalla superficie inferiore, 
qualunque sia la postinone di esso punto in quel vuoto; teorema che com- 
prende come caso particolare quello precedentemeute trovato (§ 175) in ri- 
guardo ad uno strato sferico omogeneo, 

2° Ua^ioru di un ellissoide pieno omogeneo sopra un punto A interiore, 
si riduce a quella che esercita la massa limitata tra la superficie ellissoidica 
passante per detto punto, che sia omotetica rispetto al centro alla superficie 
del corpo intero. Le componenti di questa forT^a secondo gli assi principali 
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dell'ellissoide, come risulta dalla formola (7) e sue conseguenti, sono rispet- 
tivamente propor:iionali alle coordina'e $,. del punto attratto, e non dipendono 
perciò, relativamente ad un dato ellissoide, che da quest'ultime quantità. 

n primo teorema si può dimostrare geometricamente nel modo che 
segue, usato da Newton per uno strato compreso tra superficie sfe- 
roidiche : 

Concepiamo un cono col vertice nel punto attratto A ad angolo 
infinitamente piccolo, il cui asse incontra le due superficie dello strato 
ellissoidico nei punti opposti p ^ p' Tuna, q Q q' l'altra (fig. 70 bis) sicché 
per una nota proprietà si ha pq = p' q'; codesto cono intercetta del detto 

fìn'lObis ^-^-——-^S strato due porzioni di volumi v, v\ i 

quali si possono decom.porre in ele- 
menti, o tronchi di cono, mediante 
superficie sferiche concentriche ad A 
infinitamente ravvicinate Tuna alFaltra. 
Il volume dt; di uno di questi elementi 
'q^''^ corrispondente alle due sfere di raggi 

/* ed u '\- duy va espresso da da du, essendo d a l'area infinitamente 
piccola della base, la quale, se w dinota la sezione fatta nel cono alla 
distanza i da -^, è uguale ad tt'w; e l'azione di esso strato elementare 

è espresso da /(x.p — j— zzn/p-ptodw, la quale espressione integrata tra 

u 

i limiti u = Ap ed u = Aq dà /[x p w (-4 y — Ap) = /(x. p w . j) ^ ; pa- 
rimenti, per l'azione attrattiva su A dell'altra porzione di volume v' dello 
strato ellissoidico, opposto al precedente, si ha /[Apw./j'y' =z fiLf(ù,pq, 
Queste due forze eguali ed agenti in senso opposto si distruggono a 
vicenda, pertanto le azioni esercitate sul punto A dai diversi elementi 
dello strato ellissoidico, a coppie si elidono, ed in conseguenza l'azione 
complessiva di tutto lo strato è nulla. 

1 80. L'espressione (7) e le sue conseguenti, rimettendo per cos 6^. gli 
oL. , e poiché ai limiti o e — di 6^ corrispondono i e o di a^ , posto altresì 
per brevità 

(8) '^. = ^-^> *. = ^. *. = ^. 

1 I I 

e le conseguenti da queste con le successive sostituzioni circolari nel 
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gruppo (123) d^rindìd, vanno tutte induse nella fonnola 

Se poniamo a. = a-iìft -{^ a]^ donde si rileva che ai limiti i e 
di a^ corrispondnno i limiti o ed 00 per t, otteniamo le seguenti for- 
mole più simmetriche date da Jacobi, cioè la prima 

'■ J. (■+i)^/(■+^)(■H-^)(■H) 

e le altre, per le X^, X , derivano da questa mercè le successive sosti- 
tuzioni circolari nel gruppo (123) degl'india. 

Per trasformare gl'integrali dell'espressioni (9) in forme d'integrafi 
ellittici, dipendenti da una medesima variabile ^ tra gli stessi Umin o e S, 
e da uno stesso modulo e, supposto che sieno ^, <C^3<C^3> ^^^ esclusa 
l'eguaglianza fra questi semiassi, poniamo per la prima derivante dalla 
(9) con i = 1, i, = tan'X, i^aj = tan^'J', sicché tan^ = a,tan^, ed 
ai limid o ed i di a^ corrispondono o e ^ per la i|/, poniamo ancora 

a a 

e^ = -| j , essendo perciò «*^ i, cosi l'espressione di X, , dinotando 

altresì con M la massa dell'intero ellissoide, ossia Af = -^ a. a, a. « p, 
diventa 






per la X,, derivante dalla (9) con i = 2, poniamo 



a^tanS = 



a^ sen^ 



«, fi — e'sen'i]/' 
donde risulta che ai limiti o ed i di a^ corrispondono o e S per ^, a 



ottiene 



(«;-<)^jr (i-<*sen*+)- 

infine per X^, deducibile dalla (9) con i = 3, poniamo oc ^ un i = — ^ sen 4^, 
la quale relazione dimostra che ai limiti o ed i di oc^ corrispondono pa- 
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rimenti o e ^ per ^^ si consegue 

W -^3 — ZI I i/T^ 



— e^sen*^ 

Ora, posto identicamente sen^'J' = — ^ • 5 ^, con inte- 
grazioni per parte si trovano facilmente 







sen*<]« <2<|« I sen4' cosi]/ 



J l/i-e'sen'<|. «J t^i — «'sen^'l' «J 
e poiché il limite ^ di «l» va determinato per l'una delle relazioni 

passando dai surriferiti integrali generali agl'integrali definiti tra i limiti 
o e ^ di ^, posto altresì secondo Legendre 

£(., 8) = fd\)/i-es^Ti^it, F(e, 8) = f ^f ,, , 
•/o Jo yi — « sen'y 

sostituendo poscia nell'espressioni (a), (&), (e), si ottengono 

la detenninazioue deU'attraàone in esame è cosi ridotta a dipendere dalle 
due trascendenti ellitdche di i* e 2* specie F(e, S), E (e, i), che in ogni 
caso particolare si possono calcolare mediante le tavole del Legendre. 



( 
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Prendendo i rapporti X. : $; , e sommando, si ottiene la seguente 
rimarchevole relazione, che ha analogia con una proprietà generale delle 
componenti X- dell'attrazione di un corpo qualunque sopra un punto in- 
teriore, e sarà dimostrata più innand, 

(12) ZV=^ — = 4/f^P^- 

^ ^ ^5. a.fl.flj ^^^^ 

181. Ellissoide di rotazione. — L'espressioni delle X. si semplifi- 
cano sommamente allorché l'ellissoide è di rotazione, ossia avendo due 
assi eguali; però è a distinguere se sia schiacciato, ovvero allungato, e 
porremo nel primo caso a^=za ^ essendo perciò 2 a^ l'asse di rotazione, 
ossia il più piccolo asse, porremo invece a^ = a^ nel secondo caso, in 
cui 2 a sarà l'asse di rotazione, quindi il nuggiore. 

Per l'ellissoide schiacciato, attesoché a^=z a. risulta e = o, e le for- 
mole (a)y (è), (e), in cui S è sempre determinato dalla relazione 

tan S = 1 / — — 5 — - , quindi avente valore reale, diventano 



X 



-^ = -2J-^ y / tan'^d^, j^ = ~^ = -^J-^ / sen'^rf^;; 



or essendo 



I tàti^^ d^ = tan^]; — ^, 1 scn^^' ^"^ = — ('I' — sen^ cos^). 



risultano 



03) 



^^=^^^ 3/t^M / a _a\ 

5. 5, <-a]\2yal-a', ^a'J 



Relativamente all'ellissoide allungato, essendo a, = a^ viene e = i, 
^ determinato come sopra sarà sempre reale, e per le formole (a), (b), 
(e) si hanno 

X._X,_ 3/ttM l ^sen'^d^ X, _ sfjLM f 'sea'^dif 
l~t ~ '/ cos'J; ' P ~~ . i-/ cosil/ ' 



ma 
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r^-^^:^ = -i-f^ - logip (^^ti^ai^i, 

J COS^ ^ 2 LCOS y \ <^OS 9 / J 

/sen^AdJ^ , . /i + senJ/\ , 
^-j— ^ = lo^ ip I — * — r— i- I — sen J^ , 
cos<]/ \ cos^' / 

pertanto risultano 

Allorché l'ellissoide schiacciato è pochissimo differente dalla forma 

a* d» 

sferica (com'è ammbsibile per la Terra), essendo allora — — j — '- una 

piccolissima frazione, si potrà sviluppare le (13) in serie convergenti; in 
tal caso, per la nota serie che dà l'arco in funzione della tangente si ha 



e risultano 

|..M[._i(.I=.I)+i(tpt)-_.(t<)'+...], 

182. Attrazione di un ellissoide omogeneo sopra un punto 
ESTERNO, teorema d'ivory. — Le formole generali ad impiegare anche in 
questo caso sarebbero le (7) del § 173, le quali integrate rispetto ad w, e 
dinotandosi con u\ w" le distanze t/a il punto attratto A preso per polo e i 
due punti dell'ellissoide incontrati da ciascun raggio, che si tira per detto 
polo, danno, per la prima per es., stante l'espressione di u del § 178, 

X, = — /p.p r /"(w' — w") sene coseno d(p 



/(Jip C ri5IS]senecosede(f(p, 



= 2 

P 

le integrazioni dovendosi estendere a tutto l'ellissoide, cioè a tutte le dire- 
zioni comprese nel cono, che avendo per vertice il punto attratto A invi- 
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luppa rellissoide medesimo, condizione che complica sommamente i calcoli; 
ma si evitano le difficoltà mediante un importantissimo teorema dovuto 
ad Ivory, che andiamo ad esporre: 

Oltre dell'ellissoide attraente dato, la cui equazione è la (i) del 
§ 178, se ne consideri un altro omofocale di semiassi e,., e della cui su- 
perfìcie denoteremo ^- le coordinate di ciascun punto, laonde saranno 
coesistenti le due seguenti equazioni, relative ciascuna alla superficie del 
rispettivo ellissoide, 

ed essendo omofocali, tra i rispettivi semi assi sussistono l'eguaglianze 
(0 a'.—c] = ky (i = 1,2,3), 

essendo k una costante; sono poi punti corrispondenti su i due ellissoidi 
quelli, che hanno le coordinate rispettivamente proporzionali ai semiassi, 
ossìa che sodisfano all'equazioni 

CO x.:$. = a.:c,. 

Ciò premesso, se sopra i due predetti ellissoidi si prendono due 
coppie di punti corrispondenti (M, iV), (Af' , N'), distinguendo con un 
accento le coordinate della seconda coppia relativamente a quelle della 

prima, riesce facile dimostrare che le distanze MN'^M'N sono eguale 
infatti, atteso le premesse indicazioni, e le (/), si ha 

ossia 

quindi, atteso le (d), (g), si ha 



*[i(fy-i(i)>o. 



conseguentemente Af N' = Af' AT. 

Ora, se si debba determinare l'attrazione esercitata dal primo ellis- 
soide sopra un punto B di coordinate $., che sì trovi sulla superficie del 
secondo ellissoide, s'impiegheranno le formole (5) del § 173, e supposto 
che si voglia determinare la componente X,, ossìa 



f 



GAP. V. — SULL ATTRAZIONE. 273 



J J J [Z(*.-5,yf 

stantechè «* = ^(x. — $.)% si ha 

/ j_\ L^— Lr —p^ 

quindi integrando rispetto ad x. viene 

Xx, — Ì,)dx^ _ 1 



J_ 
dx 



f- 



U^ u 



e dinotate u, W le distanze del punto B ai punti M, Af ', dove il primo 
ellissoide va incontrato da una parallela alleasse OX^, risulta 

fe) X,=/^f//(^-J.)j,.J.,. 

la doppia integrazione a farsi è relativa a tutta Testensibne del primo 
ellissoide. 

Se si cerca ^espressione delFattrazione esercitata dal secondo ellis- 
soide sul punto A di coordinate x., posto sulla superficie del primo, il 
quale sia il punto corrispondente all'indicato £, di guisachè fra le rispet- 
tive coordinate sussista l'eguaglianza dei rapporti 

dinotando v^v' le distanze del punto A ai punti iV,N' del secondo ellis- 
soide, che sono i corrispondenti ai sopraindicati Af, M', si ha per la com- 
ponente X[ dell'attrazione parallela allo stesso asse OX,, similmente 
allafe), 

ma t;= a, v' = w', i\^ = -^ dx^, d^^ = —^dxy, dunque 

donde viene la proporzione 
ed analogamente si hanno 

F. Caldakkka. — MtctanUa. }$ 
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(*) X^:X[ = a^a^:c^c^y X^:X\ = a^a^ic^c^; 

in queste relazioni consìste il teorema d'Ivory, per le quali la deter- 
minazione dell'attrazione di un ellissoide omogeneo di semiassi a. sopra 
un punto esterno B, si fa dipendere dall'attrazione di un altro ellissoide 
di semiassi c-, omogeneo di uguale densità del primo, sopra un punto 
interno A, essendo i due ellissoidi omofocali, ed i punti Ay B punti cor- 
rispondenti sulle superficie dei due ellissoidi, quella del secondo dovendo 
passare per B. 

183. Pel calcolo effettivo delle succennate componenti X[y occorre 
anzitutto determinare i semiassi c- del secondo ellissoide, la cui super- 
ficie, dovendo passare pel punto B, richiede che sia sodisfatta l'equazione 



m=- 



ora supposto che dell'ellissoide dato il più piccolo asse sia 2 a,, di gui- 
sachè le quantità w* = aj — a], «* = aj — a] siano positive, posto e* = ^ 
in forza delle (e) del § precedente vengono e* = m* -{- ;;[, c| =: «* -{" -t* 
quindi per la precedente equazione si ha 

pi pt pi 

(0 — + 1' > + -^H- 1 = 0, 

che è di 3^ grado in :;^, e servirà alla determinazione di tale incognita, 
conseguentemente per quella dei semiassi c^, dietro la quale determina- 
zione si avranno per l'equazione (h) del § precedente le coordinate jc. del 
punto A sul dato ellissoide, corrispondente di B. 

L'equazione (/) di 3** grado in ^ ha ahneno una radice reale che è 
positiva, giacché facendo crescere l'incognita da zero all'infinito, il primo 
membro dapprima positivo finisce per diventare negativo, dimodoché 
dev'esservi un valore positivo di :^ che lo rende nullo; osserviamo dippiù 
non esservi che un solo valore positivo di essa incognita il quale sodisfi 
alla detta equazione, e difatti se ne esistessero due ?',:^", si avrebbe iden- 
ticamente 



ossia 



rt^ "^ (? ' + m) a" + m) + a' + «) a" + «) "" "" ' 
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risultato impossibile; dunque non esiste che un solo ellissoide omofocale 
coireUissoide dato, la superficie del quale passa pel punto esterno B. 

Osserviamo infine che le superficie dei due ellissoidi non hanno 
punti comuni, quindi che l*uno contiene l'altro, giacché se avessero punti 
comuni di coordinate K^ queste dovrebbero sodisfare ad un tempo le 
due equazioni 

conseguentemente, atteso le (e) del § precedente, dovrebbero verificare 
la seguente 

impossibile a sodisfarsi con valori di C,- differenti da zero. 

IV. — Attrazione delle superficie e delle linee. 

184. Fin qui ci siamo occupati dell'attrazione dei corpi quali ci si 
offrono in natura, cioè a tre dimensioni finite; ma la risoluzione di vari 
problemi di Fisico-matematica richiede altresì che si consideri l'attrazione 
esercitata dalla materia supposta disseminata in continuità sopra una data 
superficie, od una linea; cioè a dire, similmente che nella ricerca dei centri 
di gravità, e nel calcolo dei momenti d'inerzia, si riguarda una superficie 
materiale come uno strato solido di spessezza costante infinitamente piccola, 
Tuna delle facce essendo una superficie geometrica data, ed una linea come 
un filo cilindrico di sezione costante infinitamente piccola, il cui asse sia 
una data linea geometrica. 

In conseguenza, riferendole ad assi ortogonali OX.y condotti per 
un punto preso a piacimento, o secondo la maggiore convenienza, si 
determina le componenti X. parallelamente ai detti assi dell'attrazione che 
esercita la superficie, o la linea materiale sopra un punto Ay con la stessa 
formola (3) del § 172 commutando il segno ^ in doppia integrazione 
trattandosi delle superficie, riguardo alle quali si porrà 

ed in una semplice integraz'one per le linee^ rispetto alle quali 



dv = (ùds = fùdx^yi +/)" +Ply 
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diguisachè si hanno per le superficie 

J J [!('. - 50f 

e per le linee 

(2) x = 



J [Z(*. - m- 



nella prima e dinota la spessezza costante infinitamente piccola della su- 
perficie, p^ e />, sono i coefficienti differenziali ^-^ , -^ dedotti dall'equa- 

zione /(x, , x^y x^ = o della stessa superficie, presa la x^ per variabile 
funzione; nella (2) poi a> designa la sezione costante infinitamente piccola 

della linea, p, e />, sono i coefficienti dffferenziali -j— ^ , -p-^ , che si rica- 
^' ^* dx ax 

vano dall'equazioni /(jc, , x^ , x^) = o, /, (x, , x, , x^) = o della linea, 

prendendo x per variabile indipendente. 

Allorché la superficie e la linea attraenti sono piane, tracciati nello 

stesso piano due assi coordinati, OX^, OX,, poiché si ha x = o, e 

continuando a dinotare per da l'elemento infinitesimale della superficie, 

ed e la sua spessezza, con ds l'elemento infinitesimale della linea, ed u 

la sua sezione, abbiamo per la superficie attraente le componenti 



■=w/ 



fx,-E,)pJ. 



0) j x.=/,.//Ci=^'. 

e per la linea 

(4) I X,=/fta»y 






X, = — /fta>$,y ^, 



GAP. V. — SULL ATTRAZIONE. 



277 



in entrambe essendo 

185. Facdamo ^applicazione delle (3) al caso, in cui la superficie 
attraente sia una corona circolare di raggi i?^ ed jR > ]?^ , di massa omo- 
genea, e il punto attratto sia sulla perpendicolare alla faccia della corona 

condotta pel suo centro 0, e a distanza 
^3 = /;; se si prende (fig. 71) per 
origine delle coordinate, ne derivano 
5, = 5, = 0, e preso lo stesso per 
polo, X, per asse polare, dinotate r, 8 
Xf le coordinate polari di un punto M della 
corona, si hanno 




e quindi per le (3) vengono 



X, rcosO, 


X, — rsenO, 


u — Vh'-^r', 


da — rd^dr. 


■* Pr'cos^dòdr 





X.=/K 



X,=fi>. 



JJ 

r P r'sen^dBdr 
J J (h^ + r-r ' 

J J (*' + 0" 



ora, dovendosi estendere le integrazioni rispetto a 6 tra i limiti o e 2 tc, 
riesce fecile osservare che X, = X, = o, come risulta altronde dalle 
condiàoni stesse del problema, e si ha soltanto 



X, = 2 



isfiLtfh I '—^-y 



donde infine risulta 






ayB 
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2^ Per applicare le (4) assumiamo il caso che la linea attraente sìa 
un s^;mento rettilineo omogeneo BC^=l, e il punto attratto A sia fuori 
dello stesso (fig. 72). Sia preso Testremo B per origine delle coordi- 
nate, lo stesso B C per asse OX^y e nel piano determinato da £ C e 
dal punto A si conduca l'asse OX^^ dietro di che si ha 



conseguentemente 



e poiché 






'^(^.-OK^.-O'+s:]" 



Vjx, 



[(*. - 5.)* + 5:f 



3 > 



risultano 






ovvero, con riguardo alla fig. 72, si hanno 

X, 




'*»" ^i/ V ^C '^ AB)' 



Se poniamo 



ang5^H=?, CAH^f, BAC^t 



le stesse X,, X, si presentano nelle forme 



» 
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donde si ricava, essendo a = p — y, 

t^XJ -{- X^ = j ri (^ — 2 cos P cos Y — 2 sen P sen y)~= -^^^^ sen— a , 

la quale espressione dà la grandezza dell'attrazione risultante; inoltre si 
deduce 

Xj : Xj = (cos p — cos y) : (sen p — sen y) = — tan — (P + y) > 

ciò che dimostra essere l'angolo BAC bisegato della direzione di essa 
risultante. 



CAPITOLO SESTO. 

DELLA FUNZIONE POTENZIALE, E DEL POTENZIALE. 



L — Generalità, fìmadone di forza, fìmzioiìe potenziale. 

i86. Si sa (5 133) che il lavoro di una forza F agente su di un 
punto materiale Ay dato di posizione dalle coordinate ortogonali ;• 
(i = I, 2, 3), onde fargli subire uno spostamento infinitamente piccolo, 
le cui projezioni su gli assi coordinati Ox. sono J^., va espresso per 
la formola 

essendo X^ le componenti secondo gli assi Ox^ della forza F, che può 
essere altresì la risultante di più forze applicate allo stesso punto A; ora, 
se le X; sono funzioni delle coordinate 5;» sarà ^X^d^. la differen- 
ziale di una certa funzione U delle stesse variabili ^;, talché 

(i) dU=XX:dl:, quindi U=f'^X,dl,, 

quante volte però tali funzioni X; sodisfano, non solo all'^uaglianze 

(2) -^' = 51" = 1, *.}> 

ma altresì alle 

dX, dX^ dX^ dX, dXy dX, 



(3) 



dl^ ~dl,' di -di,' rf$. -di 



j "ta --.i "-.j 

laonde le X,, X^, X^ non possono essere date a piacimento, ed indi- 
pendenti tra loro, dovendo verificare quest'ultime relazioni. 

Allorché la funzione U sìa direttamente conosciuta, donde deduconsi 
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le X., che verificheranno necessariamente le (3), o che viceversa sieno 
date le X^ sodisfacenti a queste relazioni, e per rintegrale*(i) si conse- 
gue la Uy per mezzo della stessa si potrà determinare anzitutto l'inten- 
sità della forza F, mediante la formola 

indi gli angoli che la sua direzione forma con gli assi coordinati, per- 
ciocché i coseni a. di tali angoli sono forniti dall'espressione 

(5) ^•'^IS:-^ (i= 1,2,3). 

Si può esprimere anche in m.odo assai semplice la componente P 
della forza stimata secondo una direzione qualsiasi 5, che forma con la 
direzione di F Tangolo 9, avendosi P = F cos 9, e poiché, dinotati p . 
i coseni degU angoU tra la direzione s e gli assi coordinati, sono 
^. = d^^:dsy designati ds io spostamento infinitamente piccolo subito 
dal punto A nella direzione 5, e di- gl'incrementi delle coordinati 5,- di 

detto punto, si ha perciò cos 9 = ^a. p. , e stante le (5) viene 

W '=Z7rt <'=-=-"^ 

al secondo membro si può rimpiazzare semplicemente il coefficiente diffe- 

d li 
renziale ^ — , tutte le volte che d U rappresenta l'accrescimento, che su- 
bisce U collo spostamento infinitamente piccolo del punto A nella dire- 
zione s, avendosi in tal caso 

(7) P = ^ 

K7) ^ ds ' 

àoè a dire si avrà secondo la direzione 5 una relazione della medesima 
forma delle (2), che si é supposto esistenti per la U secondo gli assi 
coordinati 



187. Determinata la funzione U nelle variabili ^j, e posto 

(8) C7=C, 

in cui sia C una costante arbitraria, quest'equazione rappresenta una fa- 
miglia di superficie, distinte l'una dall'altra dai valori particolari assegnati 
a C; difl'erenziandola, si trae 
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ovvero, dividendo per Fds, si ha 






A'ir^Yé-''- 



i fattori di ciascun termine di quest'ultima equazione sono i coseni d^li 
angoli formati con gli assi coordinati rispettivamente dalla forza F e 
dallo spostamento ds sulla superficie in considerazione, il primo membro 
dunque rappresenta il coseno dell'angolo, che la forza F agente sul punto 
A forma con lo spostamento elementare ds di esso punto, se costretto 
a rimanere su quella superficie, e poiché tale coseno è nullo, e ciò av- 
viene per qualsiasi spostamento di A, ne segue che la detta forza trovasi 
diretta secondo la normale per qualsiasi punto della medesima superficie. 

I>a dò risulta che la superficie rappresentata dall'equazione (8) per 
un valore particolare assegnato a C, ha la proprietà di determinare con 
le sue normali la direzione della forza F agente in ciascuno dei suoi 
punti; essa gode dunque, relativamente alla detta forza, la stessa proprietà 
della superficie di un liquido in equilibrio rispetto alla gravità, e perciò 
si denomina superficie di livello. Facendo variare C in continuità, si ha 
una serie di superficie di livello tali, che per ogni punto preso nella re- 
gione dello spazio per la quale la funzione U sia stata definita, ne passa 
una; codeste superficie godono molte importanti proprietà, delle quali 
talune saranno rilevate più innanti. 

Intanto, osserviamo sin da ora che considerate due superficie e, c^ 
corrispondenti ai valori C, C -|- a della costante, essendo a un infinita- 
mente piccolo, ossìa 0L=idUy se con e si dinota la più corta distanza tra 
le medesime in un punto qualsiasi, cioè l'incremento dn della normale MN 
condotta pel punto M della prima superficie a verso la seconda, dal lato 
in cui U va crescendo, supposto a positivo, il rapporto a : e, che eviden- 
temente corrisponde al coefficiente di£Ferenziale -t— , rappresenta la com- 

d fi 

ponente della forza agente sul punto M stimata secondo la detta nor- 
male, e stantechè la forza essa stessa è diretta secondo quella normale, 
dunque, fatta astrazione del segno, si ha 

^^^ ^ * dn ' 

e si rileva altresì ugualmente che se la forza sia finita in tutti i pund della 
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<T, le due superfide non possono intersecarsi, giacché per la linea d'in- 
tersezione sarebbe e nulla, ed in conseguenza jF infinitamente grande. 

Dietro ciò che precede, si scorge che la funzione U fornisce in ma- 
niera semplice tutti gli elementi necessari alla determinazione della forza, 
agente come sopra si è detto, è perciò fu denominata da Hamilton 
funzione di foraci. 

188. La funzione di forza esiste in un. caso assai esteso, cioè nel 
caso in cui sul punto A agiscono più forze F, , F^ , . . . , f ^ emananti 
da agenti posti in punti M^ , M^ , . . . , Af ^ dello spazio, le quaU sieno 
espresse ciascuna per una certa funzione della distanza del rispettivo 
punto M àsi A; ossia, dinotate w, , «,, ... u^ le cennate distanze, q^yq^y ... q^ 
coeflScienti indipendenti dalle medesime, f(u) una funzione definita di 
ciascuna delle «j, altra (p(u) tale, che sia £(9 («) = — f(}Odu, allorché 
si hanno 
(io) F, = qj(uu)y U = Z?*?(«*) (*= I, 2, ... n). 

Infatti, designate Xj. (i = i, 2, 3) le coordinate del punto Mj, ed 
essendo ^. quelle di A, la rispettiva distanza «^ (soppresso per brevità 
Tindice i) è data per la relaàone 

quindi viene 

él — -. ^i — ^i . 

ora (x. — 5i) *. w rappresenta il coseno dell'angolo della direzione di F^ 
con Tasse Ox,., si ha dunque per la projezione di essa forza su tale asse 

e per la somma di tutte simili proiezioni 

^.•-2.?»-j5— . 

donde, atteso la seconda (io), risulta la relazione (2), ossia 

""' - di, • 

In particolare, si avvera il caso in esame per le forze attrattive o 
ripulsive tra le molecole dei corpi naturali, giacché secondo la legge 
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Newtoniana per essi corpi si ha f{u^ = — r > ?» = ^ f*- ^jk > essendo |i 



«** 



la massa del punto materiale ^, ed m^ , i», , . . . , m^ quelle nei punti 
Mj^ , ^ la forza attrattiva o ripulsiva tra due masse i poste alla distanza 
ly distinguendosi col segno — o -f^» secondochè trattasi dell'attrazione 
con cui la distanza tra le molecole tende a scemare, il segno -f~ P^ I^ 
ripulsione tendendo la distanza ad accrescere; nel caso speciale in disa- 
mina si ha dunque per la forza scambievole tra due molecole 

00 F = '-tp, H.J = -/^ = ^. 

ed 

(12) f^='t*I?- 

189. Funzione potenziale. — Nel caso ultimo considerato, cioè 
trattandosi di forze attrattive o ripulsive, operanti in ragione diretta deUe 

masse ed inversa del quadrato delle distanze, la ^ — , ossia la somma 

delle masse degli elementi attraenti o repellenti, divise per le rispettive 
distanze dall'elemento che ne riceve l'azione, è stata chiamata da Green 
fufiTiione poteuTiiale, da Gauss semplicemente potenziale, però secondo 
eia usi US fra queste due denominazioni deve farsi convenevole distin- 
zione. 

La finizione potenziale suole dinotarsi con F, talché si ha 

ed allorché gli agenti, invece di essere concentrati in punti isolati, riem- 
piono in continuità una linea, una superficie, od uno spazio limitato, il 

sommatorio ^ dev'essere rimpiazzato da un int^ale semplice, doppio, 
triplo, e dinotati ds^ de, dS rispettivamente gli elementi dello spazio ad 
una, due, tre dimensioni, con p la densità, alla m si dovrà sostituire in 
corrispettivo fdsy fda, fdS, si avrà quindi per la funzione potenaale 
di un corpo, di una superficie, di una lìnea 

surrogandosi talvolta a queste segnature per brevità 
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P fdS r fda r fds 

Js ^ ' Ja ^ ' Js ^ ' 



e d'ordinario, dinotato in generale dv l'elemento dello spazio occupato 
dall'agente, si designa semplicemente 



(.4) r=/tii. 



La funzione in esame include le variabili x^y coordinate di ciascun 
elemento agente, e le $. dell'elemento che riceve l'azione, però le inte- 
grazioni riferisconsi .alle prime variabili, sicché sotto il segno / possonsi 

eseguire le differenziazioni rispetto alle ^,-, considerata quindi la F quale 
fumdone di quest'ultime variabili. 

In tutto ciò che va a seguire noi ci limiteremo alla considerazione 
delle forze attrattive, che del resto tutto quanto sarà svolto con lievi 
modificazioni si applica anche alle forze ripulsive, e per uniformità al 
precedente capitolo surrogheremo alla sopraindicata forza unitaria e la /, 
facendo astrazione del segno che le deve precedere. 

IL — Funzione potenziale dei corpL 

190. Secondochè si faccia uso delle coordinate ortogonali, prendendo 
per origine un punto qualunque dello spazio, o delle polari con l'o- 
rigine nel punto attratto e che sieno perciò 5,- = o, ovvero che sia ori- 
gine delle coordinate polari un punto del corpo attraente, dinotato 

quindi con r il raggio vettore Ai di un suo elemento qualsiasi M, ed 
in corrispondenza si scompone il volume come fu indicato nel § 173, 
avendosi perciò, nel primo caso 

tt' = X(^» — 0% ^^ = dx^dx^dx^, («= I, a, 3), 
nel secondo 

dv = u^stnbd^d^duj 

e nel terzo 
14* = (r cos 6 — 5,)* + (r sen 6 cos 9 — 5 J' + (r sen sen 9 — 5,)', 

dv = r^scn^dffd^dr f 
la funzione potenziale V assume rispettivamente la forma 
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V= f—fstn^d(fd^dr; 

dalla seconda delle quali si rileva evidentemente che codesta funzione 
sarà finita e continua in tutto lo spazio, ovunque si trovi Tdenr^ento at- 
tratto, sia esteriormente, sia interiormente, sia alla superficie del corpo 
attraente. 

Differenziandola, presa nella prima forma, due volte di seguito ri- 
spetto alle $i, si ottiene Tespressioni 

la prima delle quali confrontata con la (4) del § 172 dà 

(4) ^.•= — /f*^» 

talmentechè, conosciuta la funzione potenziale includente le coordinate S- 
dell'elemento attratto, una semplice differenziazione rispetto a codeste va- 
riabili fornisce le componenti secondo gli assi coordinati della forza risul- 
tante dalle attrazioni esercitate dall'intera massa attraente sul detto ele- 
mento, la cui intensità perciò si ottiene per la formok 



e pei coseni x. degli angoli, che la sua direzione forma con gli assi coor- 



dinati Ox., si hanno 



e poiché le X., come fu rilevato nei citati §§ 172, 173, sono funzioni 

finite e continue delle $,. in tutto lo spazio, ovunque si trovi relemento 

dF 
attratto, ne segue che anche tali sono le prime derivate -jv" della fun- 
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zione potenziale, e per qualsiasi direzione, giacché ogni direzione arbitraria 
si può prendere per uno degli assi coordinati. 

Non è altrettanto delle seconde derivate -tft» e della loro somma, 

che suole dinotarsi AT; sono le medesime manifestamente funzioni fi- 
nite e continue, semprechè Telemento attratto è esteriore alla massa at- 
traente, sicché nessun elemento infinito s'introduce sotto il segno d'inte- 
grazione, ed in tal caso per la somma delle (3), dedotte con porre i = i , 2, 3, 

risulta 

d^ V 

(7) A«F = X7| = o; 

ben altrin-ienti si appalesa allorché l'elemento attratto fa parte del corpo 
attraente, e se lo stesso non sia nelle vicinanze immediate della super- 
ficie S del corpo, per la somma succennata A' V si ha, denotata i^ la 
densità della massa attraente al punto A^ e supposto che ivi non succe- 
dano soluzioni di continuità, 

(8) A*F = -4ir*j 

pertanto questa funzione offre sempre una soluzione di continuità in vi- 
cinanza ed alla superficie 5, passando bruscamente da zero al valore 
— 4 w Jt^ , quando il punto attratto attraversa una direzione qualsiasi dallo 
esterno all'interno del corpo dato. 

L'esistenza della (8) si stabilisce d'ordinario con le seguenti consi- 
derazioni : essendo il punto A all'interno della massa attraente Af, s'im- 
magini un involucro che lo circonda, il quale separa Af in due parti, 
l'una JWj racchiusa nell'indica to involucro, e l'altra Af ^ relativamente alla 
quale l'elemento A é esteriore, la funzione potenziale T di Af si com- 
porrà quindi della F, relativa alla massa Af , , e della V ^ relativa ad Af ^ , 
si ha cioè T = F, -j- F^ , ma per la (7) é A* F, = 0, quindi sussiste 
l'eguaglianza A* F = A' F,. 

Ora, supposto che l'involucro circondante A sia una sfera di raggio 
r infinitamente piccolo, talché la massa Af ^ si possa ritenere omogenea 
di densità k^ corrispondente al punto A^ stanteché la funzione potenziale di 
una sfera omogenea di raggio r e densità Jb^ , relativamente ad un punto 
A di coordinate ^^ contenuto in essa sfera alla distanza { dal centro, come 
si dimostrerà in un successivo paragrafo, va espressa da 



V^ = ^T.K[r^-U^, 
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nei oiso in ispecie, designate c- le coordinate del centro della indicata 
sfera, si ha P = ^ (e,. — 5j)*> ^ conseguenza 

F. = 2«r'*. - -|.«[(c. - iy + (e. - ly + (e, - 5,y]*., 

la quale equazione differenziata due volte di seguito rispetto alle i^y di 

di] - 3 ''*•' 

donde viene la surriferita (8). 

Si arriva agli stessi risultati con ipotesi più conformi al vero, e 
maggiore generalità, adoperando la seguente analisi sulle tracce del Clau- 
sius, però con alquante modificazioni opportune, spede per la brevità; 
ed a tal'uopo procediamo in primo luogo ad eseguire una convenevole 
trasformazione alla prima derivata delk funzione potenziale, stabilite pria 
talune premesse. 

191. Ovunque si trovi il punto Ay interiormente od esteriormente 
al corpo attraente, però non in vicinanza immediata alla sua superficie 5, 
sia preso per centro di una sfera, il cui raggio sia l'unità di lunghezza, 
quindi 47C la sua superficie, e si assuma pure per centro di una stella 
di raggi u, diretti ai vari punti del corpo attraente; supposta comunque 
la superficie 5 di esso corpo, ciascun raggio u la incontrerà in più pund, 
distinti da indici i, 2, 3, . . . , e si dinotino jR,, -R,, jR^, ... le por- 
zioni di tale raggio comprese tra il punto di partenza e quelli d'incontro 
colla S; si prenda lo stesso punto A per vertice di un cono ad angolo 
infinitamente piccolo, il quale intercetterà della superficie sferica di rag- 
gio I un elemento infinitesimale ^6), e della superficie 5 i corrispondenti 
elementi rf a, , dc^y ... , ai punti d'incontro con f/, anch'essi infinita- 
mente piccoli; serva altresì il punto A di origine ad un sistema di coor- 
dinate polari, per cui mezzo il volume del corpo attraente vada scomposto 
in elementi dVy l'uno dei quali compreso tra il cono infinitesimale anzin- 
dicato e due sfere di raggi u ed u-^-dUy sarà espresso da dvz=zu* dfùdWy 
supponiamo infine che la densità p del corpo vari in continuità, e se vi 
siano variazioni discontinue, ed A facc'a parte del corpo attraente, àa 
il medesimo a distanza finita dal sito ove queste variazioni succedono. 

Ripresa la formola (2) del 5 precedente, si osserva che il rapporto 

x. — l. 

-^ -• designa i coseni degli angoli, che il raggio u forma con tre assi 
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condotti per A paralleli rispettivamente agU assi coordinati Ox^j coseni 
che dinotiamo a., e stante le premesse, la menzionata prima derivata 
della funzione potenziale si presenta nella forma 

(a) j^ = —jdiociJpdu; 

Tona integrazione deve estendersi a tutta l'ampiezza angolare dipendente 
da (ùy che è uguale a 41? quando il punto A si trova all'interno del 
corpo, l'altra integrazione deve eseguirsi relativamente ad u, con riguardo 
agl'incontri di esso raggio colla superficie del corpo. 

Ciò posto, consideriamo da prima l'integrazione relativa ad u, e 
supponiamo che il punto attratto A sia all'esterno, in tal caso un raggio 
vettore segherà la superficie S un numero pari di volte, la porzione di 
esso raggio da A sino alla prima intersezione sarà all'esterno del corpo, 
la parte che segue compresa tra la prima e la seconda intersezione sarà 

all'interno, e cosi di seguito, in conseguenza per 1 fdu si avrà la se- 
guente somma d'integrali 

' pdu-f-f fdu — / fdu'{'ecc/y 

se poi il punto A sì trova all'interno del corpo, il raggio u intersecherà 
la superfìcie 5 un numero impari di volte, trovando» la parte tra A e 
la prima intersezione all'interno, la porzione che segue tra la prima e 

seconda intersezione all'esterno, e via di seguito, sicché per 1 fdu si avrà 

la somma d'integrali 

' fdu — I fdu-^ j fdu — ecc.. 

Sostituendo queste somme nella {a) viene 

il segno + precedente al secondo membro vale pel caso in cui il punto 
A è all'esterno, il segno — quando codesto punto è all'interno del corpo 
attraente, ed in corrispondenza gl'integrali tra parentesi sono in numero 
pari, o dispari. 

A luogo dell'elemento Jw della suddetta sfera di rag^o i, s'intro- 

F. Caldakbka. — Miccauiea. jy 
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duca ^elemento d(j di superficie del corpo corrispondente all'estremità 
del raggio Ry in virtù della relazione 

in cui V rappresenta il coseno dell'angolo che la normale a da forma 
col raggio vettore U, scegliendo nel secondo membro il segno -[- o — 
secondochè sia v positivo o negativo; e per fissare il segno competente 
a questo elemento, si conviene che si riguarderà la direzione del raggio 
vettore nel senso in cui la sua lunghezza è crescente, e quella della nor- 
male all'esterno del corpo; sicché ovunque il raggio vettore, crescendo, 
sortirà dal corpo, l'angolo compreso tra lo stesso e la normale sarà acuto, 
quindi v positivo; laddove, per contrario, il raggio vettore entra nel corpo, 
l'angolo tra il medesimo e la normale sarà ottuso, perciò v negativo. 

Devesi intanto osservare che a ciascun elemento d<ù corrispondono 
tanti elementi dff, quante intersezioni succedono tra il raggio vettore 
considerato e la superficie S del corpo, cioè a dire precisamente quanti 
integrali relativi ad u vi sono nella (è), inoltre che si deve prender nella 
(e) il segno -}- od il — , secondochè l'integrale ha esso stesso l'uno 
l'altro di questi segni, in conseguenza l'espressioni si semplificano, e pren- 
dono ambedue la medesima forma, talché la (F) si riduce ad una somma 

d'integrali, ossia di termini costituenti la -jr- della forma 

posto per brevità 

(e) H= f ^du. 

J 

Partìcolarizzata la (J) ad t = i, indi differenziata rispetto alla 5^, 
osservando che da h indipendente dalle coordinate di A^ si consegue 

intanto, essendo x. le coordinate dell'estremità del raggio i?, a^ = ' ^ - , 

e dinotati p. i coseni degli angoli, che la suindicata normale forma con 
gli stessi assi condotti per A paralleli agli Ox., si ha 

(/) v=^a.p,. = 1,2,3). 
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conseguentemente viene 

V «. _ (^. - g.y p. + (^. - ?.) (^. - s j ^. + (^. - e.) (x, - g,) ^3 

ie' ~ F "' 

e sunteché J?' = X (*< — ^ìT ^^^ deriva 



di 
quindi risulta 



'':(¥') = -ift«.p.+o-4«!)v]; 



e si rileva di essere similmente 

"dir ~J L ^^ "*" '^'d^r ' 

sommate queste due espressioni con la precedente, atteso la (/), e la 

^a* = i, nella somma i termini moltiplicati per H si elidono, e si con- 
segue semplicemente 

i sommatori ^ estesi ad i = i, 2, 3. 

Come l'integrale designato (e) si estende ad una retta ]?, le cui e- 
stremità sono rispettivamente il punto J di coordinate 5^» e il punto di 
coordinate x- della superficie del corpo all'incontro con lo stesso raggio, 
deve il medesimo essere riguardato quale funzione delle sei variabili 
5., X. (i = i, 2, 3), e stante le relazioni $. = X;— i?a., lo stesso H si 
può considerare come funzione delle x^., a^. ed R; però nelle derivazioni 
di H rispetto alle Sj > le x. devono ritenersi per costanti, quindi nell'ese- 
guirle si riterrà H quale funzione delle a. e di i?, e queste quattro va- 
riabili devono a loro volta considerarsi funzioni delle ^.y sicché viene 

dH _ dH doL^ dH dx^ dH à<t^ dH dR 
di. ~ doL^ di, + Ja, ^$, + doL^ di, + dR di, ' 

ovvero, stantechè per l'espressioni di 1? e degU oi. si hanno 
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dR àoL^ a* — I da, a a, da, a a. 



risulta altresì 

dH I r dH , / dH , dH , dHV\ dH 

. ., 1 1 j • dH dH , . . . 

similmente per le altre derivate -7^—, "37r~> ^^ ^^ espressiom possono 

dedursi da quest'ultima con le successive sostituzioni circolari nel gruppo 
(123) degl'indici. 

Moltiplicate esse derivate rispettivamente per a^, a^, a^, indi som- 
mate stante la relazione X*'i = ^> ^^^ somma si elidono tutti i termini 

moltiplicati per -5-, e viene semplicemente 
per la (jì) quindi si ha 

W ^l^^-j-dRW^"' 

In questa espressione il raggio u, da cui dipende l'integrale H^ si 
considera che parta da A ed arrivi al punto B d'incontro colla super- 
fìcie S del corpo attraente; riguardiamolo al contrario, come avente origine 
in J5 e si estenda verso Ay diguisachè preso sullo stesso un punto qual- 
siasi M alla distanza BM = ry si ha per esso punto u = R — r, quindi 
du =z — dfy ed 



H= — 1 fdr= I fdr; 

Jr Jo 



ammesso che la densità p sia una certa funzione f(r) della predetta di- 



stanza, viene 



dH 
dR 



= TRp'-'^''' 



e poiché, come si sa, il coefficiente diflferenziale di un int^rale, preso 
per rapporto al suo limite superiore, è rappresentato dalla funzione sotto 
il segno integrale sostituendovi alla variabile il deno limite, si ha dunque 
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Questa funzione f(R) rappresenta il valore, che prende la densità p al 
punto della retta uscente da Ay che è alla distanza R dz B, quindi è la 
densità al punto A, se questo faccia parte del corpo attraente, e che di- 
notiamo k^; parimenti possiamo considerarla, allorché A è esterno, giac- 
ché si potrà ammettere che sino allo stesso la p prosegua con la mede- 
sima legge di variazione, come se il corpo si estendesse a quel punto; 
conseguentemente per la (li) si ottiene 

Ora, poiché ^ -jyj- non é che uno dei termini della A* F, ossia della 

somma Y -^rj- , e stanteché ad uno stesso cono infinitesimale col ver- 

^ «Si 

dee in ^, la cui anipiezza angolare é misurata da d (o, corrispondono più 
elementi di superfìcie del corpo, d<J^, d^^y ... , ne segue che lo stesso 
elemento dw vi entra più volte nell'integrale succennato con segni diffe- 
renti, pertanto si ha per l'indicata somma, e secondoché sia il punto at- 
tratto A esteriore od interiore al corpo attraente, 

A'r = -Jìr.y*(-i + i-i+ ...)dco. 



H^V 



— *«/(+ I — I + I — . • . )^; 



ma nel primo caso i termini entro parentesi sono in numero pari, e 
quindi si elidono; nel secondo caso sono in numero impari, e la somma 

risulta eguale a -|- i, in quest'ultimo caso però 1 d<ù si estende a tutto 

lo spazio angolare attorno di Ay sicché / ica = 47?; in conseguenza, 

secondo i due casi, come per le (7), (8) del precedente paragrafo, ri- 
sultano 

A^F=o, A'F = — 47r*.. 

1 92. CoKCHiusiONE. — Da tutto ciò che abbkimo esaminato e dimo- 
strato nei due paragrafi precedenti si raccoglie che la funzione potenziale 
V di una massa a tre dimensioni, di forma qualunque, e di densità co- 
munque variabile, però in continuità, almeno nei siti prossimi al punto 
attratto se questo ne faccia parte, ha le seguenti proprietà: 
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1° É una funzione ad un solo valore delle coordinate del punto 
attratto, finita e continua in tutto lo spazio, cioè ovunque si trovi codesto 
punto, all'esterno, all'interno, o sulla superficie del corpo attraente. 

2** Le sue prime derivate, rispetto alle indicate coordinate, sono fi- 
nite e continue in tutto lo spazio, al pari della funzione primitiva essa 
stessa. 

3** Le sue derivate seconde rimanendo sempre finite, sono continue 
in tutto lo spazio, eccettuate le superficie od in vicinanze immediate alle 
stesse, e sodisfano all'equazione 

se il punto attratto è esteriore alla massa attraente, all'equazione 

quando il detto punto è interno, dinotando k^ la densità della massa al 
sito di esso punto, ossia è la densità dell'elemento attratto. 

ni. — Ricerca diretta della funzione potenziale 

in alcuni casi particolari. 

193. Funzione potenziale di uno strato sferico, in cui la den- 
sità è FUNZIONE DEL RAGGIO. — Sieno i? ed i?^ i raggi esterno ed in- 
terno dello strato, e si prenda per polo di un sistema di coordinate 
polari il centro 0, comune alle due sfere limitanti lo strato attraente, e 

la retta OA = a per asse, essendo A il punto attratto, diguisachè le 
coordinate rettangolari di questo punto sieno 

5, = ^y 52 = ^3 = o> 

e dinotato r il raggio vettore OM dell'elemento attraente A/, di cui la 

densità p sia una certa funzione f(r) della distanza OAf, per la funzione 
potenziale nelle coordinate polari si ha, giusta la terza espressione (i) 
del § 190, per la quale è 

tt* = a* + r' — 2 ar cos 6, 

conservando per ora b stessa dinotazione p della densità, 

(a) V= r r r_J^^ìà^àUr^ 

J J J ftf' + r' — aarcosO' 
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i limiti delle integrazioni dovendosi estendere da o a 2 ir per <p, da o a ip 
per 0, e da i?Q ad i? rispetto ad r. 

Le integrazioni relative a 9 e 6 si ottengono immediatamente, aven- 

d<p = 2 TT, e per la seconda 



f 



r sen 6 d 6 



^a^ 4" ^* — 2arcos6 
sicché per la {a) viene 



= — [Ya'-^r' + iar — |/fl' + r' — 2ar], 



in cui 

e devesi porre 

Ya^ -\- r^ — lar = a — r , se r <[ ^, 

ya^'\-r* — 2ar = r — a, se r > a, 

con che la riferita funzione V assume due forme diverse cioè, con la 
condizione r <^a viene 

e colla seconda r > ^ risulta 

(2) r = 4ir/ prtir, 

devonsi perciò distinguere tre casi, in corrispondenza alla posizione di A : 
1° n punto attratto è esteriore alla massa attraente, in tal caso vale 
^espressione (i) per la funzione potenziale, e se si ha p = Jfer", come 
nel § 175, risulta 

se poi la massa sia omogenea, talché n = o, si ha sempUcemente 

(4) r = ^^(if'_i?D = ^, 

dinotando M la massa dell'intero strato sferico, cioè a dire che la fun- 
zione potenziale ha il medesimo valore per ogni punto A posto alla 
stessa distanza dal centro 0, e la forza d'attrazione 
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^ ^^ da ^^ a^' 

come se b massa di mtto lo strato fosse concentrata in 0; lo stesso ri- 
sultato viene altreà dalla (i) qualunque fosse k /(r) = p, giacché la 
medesima formola può mettersi nella forma 

il prodono ^izr^ dr rappresenta il volume di uno strato sferico infinita- 
mente sottile compreso tra due sfere concentriche di raggi r ed r-f-^''> 
e il prodotto o^'izr^dr rappresenta la massa che è contenuta in esso 
strato, in conseguenza l'integrale non sarà altra cosa che la massa to- 
tale Af contenuta in tutto lo strato sferico dato. 

2° n punto A è situato nel cavo, in tale caso la funàone potenziale 
è fornita dalla (2); e poiché questa espressione é indipendente da a, ne 
segue che b funzione potenziale é costante per tutti i punti entro la 
sfera vuota; la forza d'attrazione che lo strato sferico esercita sopra qual- 
siasi punto in esso cavo é dunque nulla, o m^lìo le forze attrattive dei 
vari elementi dello strato su quel punto si distruggono a vicenda. 

Se si suppone la densità come nel primo caso p = J^r", per la detta 
funzione potenziale viene 

(5) ' r = 4 ** j^»^*' d' = ;r^(^"' - ^*'), 

e per una massa omogenea si ha semplicemente 

(6) F=2^*(«'-i?oO- 

3° n punto A é situato nello stesso strato attraente, allora vi sa- 
ranno valori di r <^a, el altri > a; immaginata la sfera concentrica di 
raggio Uy quindi passante per A, essa divide lo strato dato in due, l'uno 
di raggi R^ ed a, relativamente al quale il punto A puossi riguar- 
dare come esterno, l'altro di raggi a td Ry e rispettivamente allo stesso 
deve riguardarsi A come posto nel cavo, la funzione potenziale dunque 
in tale caso risulta dalla somma delle (i), (2) prese nei limiti anzidesi- 
gnati, ossia si ha 

(7) ^ = 4«(-fj|]]p''*'^r+jrVdr), 

risulta da questa espressione che per la forza attrattiva lo strato esteriore 
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tra i limiti a od R non ha alcuna influenza, ma soltanto essa dipende dallo 
strato inferiore tra R^ ed a, talché dinotandosi con tn la massa totale 

di quest'ultimo strato, risulta per tale forza /P'— r; se poi lo strato dato 
sia di massa omogenea, per la funzione potenziale si trova 

(8) F=2^A(i?'--i-a'--^^). 

Quando il corpo sia una sfera piena di raggio J?, si ottiene la fun- 
zione potenziale dalle surriferite formole (i), (7), posto i?^ = o, e se- 
condochè il punto attratto si trovi esteriore od interiore alla massa at- 
traente; dalla prima designata, essendo M l'intera massa sferica, risulta 
come per la (4), 

w ''=^. 

cioè a dire che la funzione potenziale sopra un punto esterno è la stessa 
come se tutta la massa attraente foss^ condensata nel suo centro, egual- 
mente che per la forza d'attrazione risultante 

(10) x = -fv.^j^=fv.-^. 

Allorché poi la sfera sia omogenea di densità k, e il punto attratto 
trovasi interiore, la (8) dà 

(11) V=z2^k(R' — —a\ 

194. Funzione potenziale di un elussoide omogeneo. — Ritenia- 
mo note le seguenti formole integrali (S e r r e t. Cale, inieg., pag. 1 34, 1 37) : 

«/o * «/—oc c'o 

il segno i al secondo membro della prima é in corrispondenza al segno 
positivo o negativo di b. 

Da essa formola, poste successivamente i = /;-|-i, b =^ h — i, 
essendo h positivo, si deducono le seguenti, cioè con la prima sostimzione 

rsenhxcosx(ix^^ f^ coshxscn x dx , % 

e con la seconda soitituzione 

F. Caloakeka. — Me(€0nua. }8 
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rseabxcosxdx /** coshxsenxdx , 
X Jq X 



valendo il segno -}- ^1 secondo membro per fc > i, il — al contrario; 
da queste due eguaglianze risulta 

.^ 2 r^ coshxs&nx dx (o, per fc]>i, 

^^^ Vj^ X ~ji, » h<i. 

Nella formola / e-** dx = — si ponga — x* = w' v]; |/ — i , quindi 



considerata x quale funzione della ^, e si ottiene 

Nella stessa seconda formola (b), in prima forma 



si ponga — X* = t;*a|^ — i, quindi 

I — y I I — tCZ~7 r- 

x= ~ yai;, dx = = yadx;, 

e di seguito v = ^. — q, considerando x quale funzione di ^. , dietro 
tali sostituzioni si ricava 

(e) Hé^-^^i^'^dl. = (i + /£T)t/^^^a^zr 

Premesse queste formole (e), (J), («), prendiamo la prima espres- 
sione (i) del § 190, per applicarla alla determinazione della funzione 
potenziale di un ellissoide omogeneo, la cui equazione (§ 178) è 

Z ("J-) = ^y ovvero ^l]=i (i = i, 2, 3). 

posto C- = X. : a^ , rispetto ad un punto A di coordinate 5,- ; codesta 
espressione (i) del § 190 può nella specie scriversi 
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posto e = p flf, a^ fltp ed essendo 

I limiti delle integrazioni nella V sono quelli dell'ellissoide, però come 
ha processo Di ri chi et, per rendere più facili tali integrazioni, si pos- 
sono prendere per limiti — oo e -}" °° > purché si moltiplichi l'integrale 
triplo per un fattore che si annulla quando il punto attratto è esteriore 
all'ellissoide, e che si riduce all'unità per un punto interiore, il quale 
fattore ci è fornito dalla premessa formola (e), laonde si ha per la (12), 
scritta 9 in luogo di x, 

•^ Jo J^ J-^ J-^ ^9 ' » J 



ovvero posto 

cos h(f =z e ""' — |/ — I sen ^9, 

e ritenuta la parte reale 

da questa espressione, sostituita per — la (d), ne deriva 

o se si sostituisce per u' l'espressione (/) sviluppata, e si pongano 

talché si abbia 

h<f + u'^ = x+ + Zi^.K] - e,0, = ^ 2. 3). 

risulta 



Per eseguire le tre integrazioni nella forma 
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si pongano nella (e) 
sicché viene 






5-*-«,4' 



in conseguenza per la F si ottiene 

\ 9-*-»]^ ^K-i* 9-^«j4' / 

/*" /^ seny. e 

inoltre poste 

considerando / quale funzione della if, sicché ai limiti o ed oc di questa 
corrispondono oo e o di quella, viene 

, r r sen9.e a9fl/ 



t/o «.'o 



9*t/0T^D0 + «:)0 + <)' 



»9V-i 



infine, attesoché « = cos Jìr9 + ^ — ^ ^^^ *?> sostituendo, ed atte- 

nendoci alla parte reale, rimessa pure l'espressione di C, risulta 



(13) V=2^ 



/"** /"•* seny seniiry ^9^^ 

Differenziando questa funzione rispetto alle ^^ si ottengono le com- 
ponenti X. dell'attrazione esercitata dall'ellissoide sul punto A^ e supposto 

che si voglia la componente X^, poiché -j^ = , ' a > si ottiene 
2/(i.p Z'* Z'* cos^9 sen9^9 . 2$, J/ 



X.= 



/■p.p Z'* Z'* cos^9 sen9a9 . 2;, d/ 



f 
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intanto, se il punto A è interiore all'ellissoide, X ( ^^ ) ^ ^ > ^^ ^ P^^ 
forte ragione è ib <^ i, ma con questa condizione in forza della (e) si ha 

cosiir9 sen9 d^ tc 

9 2 * 

ne deriva pertanto, come per la (io) del § i8o, 

'" "■ I (■+^)/(-H)(-H)(-H)' 

IV. — Superficie e strati di livello. 

195. Riprendiamo la considerazione delle superficie di livello, delle 
quali si è fatto cenno nel ^ i S7, riferendoci alla funzione potenziale de- 
signata Vy perciò definite per l'equazione, essendo C una costante ar- 
bitraria, 
(I) ^ = C; 

relativamente alle stesse han luogo egualmente le proprietà in esso pa- 
ragrafo significate rispetto alla funzione di forza dinotata (7, e seguendo 
le investigazioni dell'illustre Chasles procediamo inoltre a rilevare ta- 
lune altre proprietà fra le più rimarchevoli; prenderemo altresì in con- 
siderazione gli strati ideati dallo stesso autore, appoggiati alle dette superficie, 
e riguardati di massa omogenea, la cui densità sia presa per unità, sicché 
coi rispettivi volumi s'intenderanno pure dinotate le loro masse. 

Concepiamo un corpo attraente T di forma qualunque finita, per- 
ciò terminato da una superficie chiusa, e consideriamone le superficie di 
livv.110 relative alla sua attrazione, rispetto alle quali è da distinguere : quelle 
che sono interamente esterne al corpo, e lo inviluppano da ogni parte, 
quelle comprese interamente nell'interno, e le altre infine che potranno 
essere in parte esteriori ed in parte interiori al corpo; eccettochè la super- 
ficie dello . stesso corpo non sia anche una superficie di livello, nel quale 
caso non vi saranno che superficie interiori ed esteriori. 

Chiamasi linea di forila quella, la cui tangente in ogni punto da la 
direzione della forza risultante in quel punto; quindi le lince di forza 
sono perpendicolari alle superficie di livello, ed inversamente ogni curva 
che interseca ad angolo recto le superfìcie di livello è una linea di forza. 
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Diconsi punti corrispondenti quelli d^incontro delle dette superficie con 
una linea di forza, e diconsi ekfuenii superficiali corrispondenti su due o 
più superficie di livello, quegli elementi interclusi da un canale infinita- 
mente stretto, i cui spigoli sono tutti linee di forza, ossia linee traiet- 
torie ortogonali alle superficie di livello. 

Consideriamo in ispecie le superficie esteriori al corpo attraente, e 
sia (7 una di esse; condotta per un punto A della stessa la normale, à 
dinoti dn h porzione compresa, esteriormente a e, tra il punto -4 e la 
superficie di livello infinitamente vicina, e designato K un coefiìciente 
costante infinitamente piccolo di secondo ordine, si prenda sulla predetta 

normale, interiormente a a, un segmento -7— ; eseguita questa stessa 

costruzione pei vari punti della detta superficie di livello, le estremiti di 

tutti gl'indicati segmenti determinano una certa superficie, la quale con 

la primitiva <y, che ha servito a costruirla, comprenderanno uno strato 

infinitamente sottile, la cui spessezza variabile in ciascun punto avrà per 

K 
espressione -7— . 

Con ogni superficie di livello si potrà costruire un simile strato; e 
codesti strati godono rimarchevoU proprietà, relative alle attrazioni che 
rispettivamente esercitano su i punti dello spazio, e comparativamente a 
quelle esercitate su i medesimi punti dal corpo T. 

Se d<j rappresenta un elemento di a comprendente il punto A, r 
il volume dello strato intero avente <j per base, l'elemento di volume di 
esso strato corrispondente a t/a va espresso per 

dn 

relativamente ad un altro strato costruito sopra una superficie di li- 

K' 
vello <t' qualunque, la cui spessezza variabile sia -7-^ > ^d im elemento 

superficiale d(y' comprendente un punto qualsiasi A' preso sulla a', cor- 
risponde l'elemento di volume designato 

e cosi per ogni altro strato; se poi i punti A ed A' sieno corrispondenti, 
quindi da^ da* elementi superficiali corrispondenti, dr e dt' elementi di 
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volume corrispondenti, essendo i medesimi determinati dalle intersezioni dei 
due strati col canale infinitamente stretto sopraindicato, il quale stabilisca 
la corrispondenza tra da e da', fra di essi, come si dimostrerà più 
innand, sussiste l'eguaglianza 

. . dr dr' 

Essendo V h somma delle molecole del corpo attraente J, divise 
per le loro distanze rispettive dal punto Ay l'attrazione di T su questo 
punto, diretta secondo la. normale in A alla superficie di livello a, è 

eguale a -5 — , dinotando d V l'accrescimento di valore che riceve V 
dn 

quando si passa da a alla superficie di livello infinitamente vicina, e l'at- 
trazione del corpo sull'elemento da va espressa da -j — da; similmente 

dn 

per ogni altra superficie di livello, rispetto alla quale gli elementi corri- 
spondenti saranno distinti con le medesime dinotazioni accentate; e rela- 
tivamente a due elementi da, da' ha luogo, come si dimostrerà nel 
seguente paragrafo, l'eguaglianza 

f ^ àV . dV' , 

196. Teorema. — La somma delle aitra:(iom del corpo T sugli ele- 
menti di una stessa superficie di livello a ha un valore costante, qualunque 
sia questa superficie, e tale valore ^ 4 w Af, essendo M la massa del corpo 
attraente, cioè a dire 

Vintegrale essendo esteso a tutti gli elementi di a. 

Infatti, la funzione V è una somma di termini , dinotando dm 

u 

un elemento della massa del corpo ed u la distanza di questa molecola 

dV 
dal punto A della superficie a, quindi -: — d<5 si compone di una serie 

di termini della forma dm--j — da, e conseguentemente si ha 
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ora, designato a il coseno delFan^olo, che il raggio vettore «, diretto 
dalla molecola dm al punto Ày forma con la normale dn, il quale è 
ottuso perchè si è supposto il corpo T racchiuso nell'interno della su- 
perficie (7, e la normale d n esteriore ad essa superficie, a perciò è nega- 
tivo, i>i ha du =z — a d w, e viene pertanto 

dietro un teorema bene noto del celebre Gauss, Tinte j;rale doppio al 
secondo membro è eguale a 4^, giacché la superficie di livello <y è chiusa, 
e tutti i punti donde partono i raggi u sono situati njll'interno di questa 
superficie, adunque risulta 

com'era a dimostrarsi. 

Il teorema espresso da questa equazione, cioè che la somma dei 
valori numerici dell'attrazione, che un corpo esercita sugli elementi di 
una delle sue superficie di livello, quando questa circonda il corpo da 
ogni parte, è eguale alla massa del corpo moltiplicata per 4 tp, si applica 
egualmente ad una superficie qualunque, che non sia una superficie di 
livello, purché la stessa inviluppi il corpo da ogni parte; allora s'inten- 
derà per attrazione del corpo sopra un elemento della superficie, la com- 
ponente dell'attrazione secondo la normale all'elemento superficiale, ed il 
teorema può enunciarsi cosi : Quando un corpo è inviluppato danna su- 
perfide chiusa, la somma delle altraiioni del corpo sugli elementi di qutsta 
superficie, stimate secondo le normali ad essi elementi, è eguale alla massa 
dd corpo moltiplicata per 4^. Ciò si dimostra egualmente come si è pro- 
cesso per una superficie di livello. 

Considerata un'altra superficie di livello a', si ha parimenti all'equa- 
zione precedente 
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ed essendo de e da' elementi corrispondenti, ne deriva l'eguaglianza (3) 
sopra dinotata tra le attrazioni del corpo T su questi elementi. 

Nell'equazione (4) dF è costante, poiché l'integrale si rapporta ad 
uno stesso strato, può dunque k medesima mettersi sotto la forma 



K 



//^^" = 4-^> 



ma l'integrale di quest'ultima equazione rappresenta il volume dell'intero 
strato, designato t, risulta pertanto 

(5) dV=^^^i^. 

La (3) può scriversi come segue 

Kd(J K'dfj' _ Kdr 
dn ' dri ~ K'dV 

ora, dV e dF' sono rispettivamente quantità costanti, e parimenti K e K', 
dunque il secondo membro è costante, e la stessa esprime che il rap- 
porto di due elementi di volume corrispondenti, presi negli strati costruiti 
con le superficie di livello <y, <j', è costante; ed avendosi rfT:dT' = cost., 
risulta T : t' = cost., quindi si ha l'eguaglianza di rapporti indicata (2) 

dx dx' 



T ~ t' * 



cioè a dire i volumi che un canale infinitamente stretto, ortogonale a 
tutte le superficie di livello, interclude degli strati costruiti sulle stesse, 
sono tra loro nel rapporto dei volumi degli strati; e questa proprietà ci 
conduce a vari teoremi che rileveremo qui di seguito. 

197. Consideriamo i due strati costruiti sulle superficie di livello 
infinitamente vicine a, <s\ e sia r la distanza del punto A della prima 
ad un punto E fuori degli strati, od anche appartenente agli stessi; si 

dx 
consideri l'espressione — : t, essendo d t l'elemento di volume corri- 
spondente all'elemento superficiale ti 9, la differenziale di essa espressione, 
quando si passa dal volume ^t al volume corrispondente dx' dello strato 
infinitamente vicino, è 

F. Caldareiia. — M*tc*nUa. 39 
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giacché — essendo costante, sorte da sotto il s^no o ; ovvero, designato 



T 

a il coseno dell'angolo ottuso A' A E, che la linea AE =i r forma con 
AA' = dn, sicché ir = — ad», si ha 



^/dT \ dr oidn K olà 
51 — :t1 = j- = 

V r / T r T r 



3~> 



stantechè d'v dn = ifdd. 

Estesa questa espressione a tutti gli elementi della superficie a, viene 

intorno alla quale equazione vi sono due casi ad esaminare, secondocbè 
il punto E si trova al difuori, o nei due strad : 

1° Nel primo caso, come si sa, é / / — r- = o, conseguentemente 
il II — :ti = o, ed integrando si ottiene, dinotata D la costante, 

//(t-)=-. 

ovvero, posto v = 1 1 — ,sihat;:T = D, ed avendosi analogo ri- 
sultato per l'altro strato, ne segue l'eguaglianza 

(7) -=V-' 

che esprime il seguente teorema : 

a) La somtna delle molecole di uno strato, divise per le loro distan:^e 
rispettive ad un punto esterno, è al volume dello sirato in un rapporto 
costante. 

Intanto considerati i due strati t e t', supposto che questo secondo 
circondi il primo, il punto E esterno ai due strati, ed al quale si rap- 
portano le funzioni t;, v\ può avvicinarsi allo strato r' per quanto si 
voglia; la superficie esterna a' dello stesso è dunque un limite, al quale 
il punto E può avvicinarsi indefinitamente, e poiché collo spostamento 
di esso punto la funzione v' varia in continuiti, si conchiude : 

h) Il precedente teorema a) sussiste, ancora quando il punto E trovasi 
sulla superficie <r' del detto secondo strato. 

2° Nel secondo caso succennato, essendo doé il punto E nell'in- 
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terno dei due strati, poiché allora èli — 5- = 4 w , per la (6), e 
stante la (5), viene 

si osserva intanto che il segno d pQv dV ha lo stesso significato della 
caratteristica i^ poiché d V indica il passaggio da uno strato all'altro infi- 
nitamente vicino, quindi si può integrare l'ultima equazione come se si 
avesse SF, ed in conseguenza si ottiene 



//(^=') = ^+'°^ 



La costante è nulla, perciocché supposto lo strato infinitamente esteso, 
ciascun termine sotto il segno d'integrazione al primo membro é nullo, 
quindi lo stesso primo membro é nullo, e parimenti V giacché ciascun 
punto dello strato é infinitamente lontano da ogni molecola del corpo 
attraente; la costante é dunque nulla, e si ha semplicemente 

V si rapporta ad un punto della superficie a dello strato, ed é costante 
in tutta l'estensione di essa superficie, l'equazione pertanto esprime il teo- 
rema che segue: 

e) La somma delle molecole di uno strato, divise per le loro distante 
rispettive ad un punto preso nel suo interno, t alla massa dello strato, come 
la somma delle molecole del corpo attraente, divise per le loro distan:^e ri- 
spettive ad un punto della superficie esterna dello strato, t alla massa del 
carpo. 

E da ciò deriva immediatamente : 

d) La somma delle molecole di uno strato, divise per le loro distante 
rispettive ad un punto preso nel suo interno, ha un valore costante, qua- 
lunque sia il punto. 

Si osserva altresì che il punto £, al quale si rapporta la funzione 
V, può approssimarsi indefinitamente alla superficie esterna 9 dello strato, 
e considerato un altro punto £, su codesta superficie, si rileva facilmente 
che la differenza tra i valori della v relativi ad essi due punti sarà tanto 
più piccola per quanto il punto E più si approssima a a ; e poiché il 
valore di detta funzione resta lo stesso in tutte le posizioni che prende 
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Ey si conchiude che il valore di essa funzione è anche quello relativo 
ad £,, in conseguenza: 

e) La somma delle molecole di uno strato, divise per le loro distan:^e 
rispettive ad un punto qualsiasi della superficie esterna, è costante ed eguale 
alla somma di esse moluole, divise per le loro distane rispettive ad un 
punto preso nell'interno dello strato. 

In forza di questo teorema e del precedente e), se il punto E tro- 
vasi sulla superficie <x' dello strato r\ si ha 

i!l — il 

V rapportandosi allo stesso punto; ma fra i due strati t, t' ha luogo, 
anche nello stesso caso, l'eguaglianza (7), adunque si ha parimenti 

V V VX 

-=M' ovvero y = -jf, 

cioè a dire (in estensione del teorema e) : 

f) La somma delle molecole di uno strato, divise per le loro distan:^e 
rispettive ad un punto esterno, t alla somma delle molecole del corpo attraente, 
divise per le loro distane rispettive allo stesso punto, come la massa dello 
strato t alla massa del corpo. 

198. Passiamo adesso a rilevare le proprietà relative alle attrasioni 
esercitate dagli strati e dal corpo esso stesso, in dipendenza dei coeffi- 
cienti differenziali delle funzioni V q Vy presi per rapporto alle coordi- 
nate del punto al quale si rapportano, e che esprimono le componenti 
delle attrazioni del corpo e dello strato su di esso punto. 

Dal teorema d) risulta che: 

g) Uno strato non esercita alcuna a^one sopra un punto qualunque 
situato nelVambiente della sua superficie interna. 

La prima parte del teorema f) dimostra che la superficie estema di 
uno strato è superficie di livello relativa alla sua attrazione, e ne segue: 

h) L^attra^ione esercitata da uno strato sopra un punto della sua su- 
perficie esterna, è diretta suondo la normale a questa superficie in esso punto. 

Dal teorema /) deriva : 

ì) Le aitraxioni esercitate dal corpo e da uno strato sopra uno stesso 
punto esteriore allo strato, le quali hanno la medesima direzione, sono tra 
loro in grande:^, come la massa del corpo è alla massa dello strato. 

In conseguenza: 
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i^) Le attruTiiom esercitate da due strati sopra uno stesso punto esterno, 
hanno la medesima direT^ione, e le loro intensità sono proporzionali alle ri- 
spettive masse. 

Dall'equazione (5) del § 196 si deduce 

dV _^t:K M 
dn dn t * 

ora, -r- è la spessezza dello strato t, sul quale si trova il punto JE", e 

dinotata e viene 

dV _ 4^M 

espressione assai semplice dell'attrazione del corpo sopra un punto esterno, 
la quale dimostra che la medesima è proporzionale alla spessezza dello 
strato che passa per quel punto. 

Poiché pel teorema i) l'attrazione del corpo è a quella dello strato 
sul medesimo punto, nel rapporto delle rispettive masse, ne segue che 
l'attrazione dello strato va espressa da 4 ir e, cioè a dire: 

I) Uattra:iione esercitata da uno strato sopra un punto della sua su- 
perficie esterna, è eguale alla spesse^^a dello strato in quel punto moUipli- 
cata per 4 %, 

V. — Funzioni potenziali delle superficie e delle linee. 

199. Questo argomento, di maggiore interesse per la Fisico-mate- 
matica, non possiamo trattarlo in tutti i suoi particolari, per non pro- 
lungarci troppo oltre; tuttavia, per un breve saggio, ci limiteremo a 
considerarne qualche caso speciale. 

Funzione potenziale di una figura piana omogenea. — Supposta 
una massa omogenea diffusa sopra una data figura piana e, quindi co- 
stante la densità p in ciascun punto di e, per la seconda formola (13) 
del 5 189 si ha 

Si prenda il piano stesso della figura attraente per piano degli assi 
coordinati ortogonali OX,, OX^, coi quali si ponga in coesistenza un 
terzo asse OX perpendicolare al detto piano; dal punto attratto A sia 
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condotta la perpendicolare A B allo stesso piano, la cui lunghezza dino- 
tiamo C> e si prenda il piede B di essa perpendicolare per centro di 
un sistema dì coordinate polari nel piano di <t, talmentechè dinotate r 
e f tali coordinate per un punto qualsiasi M deUa data figura <t, cioè 
r = BM, e 9 l'angolo che questo raggio forma con Tasse polare con- 
dotto per B parallelamente ad X, , indicate x, , x, le coordinate orto- 
gonali dello stesso punto Af, e $,. (t = i, 2, 3) le coordinate di A^ han 
luogo le relazioni 

X, = $, + rcos(p, X, = $, + r senip ; 
donde si trae 

(0 r^f'Cx.-s.y + c^a-U'. 

e di seguito, essendo ^^ =z ?[, pel raggio vettore u = AM viene 

L'elemento superficiale de comprendente il punto Af va espresso 
da d(T ^:= r dr d(fy laonde per la fimzione potenziale si ha 

^ /* f* rdrd(f 



='IIw 



Tintegrazione rispetto ad r può conseguirsi immediatamente, avendosi 
, . P rdr , 

non occorrendo altro, che prendere questa espressione tra i limiti con- 
venevoli, e per l'oggetto deve farsi una doppia distinzione, secondochè il 
piede B della indicata perpendicolare cade dentro o fuori della data fi- 
gura <r. 

Nel primo caso, un raggio qualsiasi r incontrerà in generale il con- 
torno 5 della figura attraente <r un numero impari di volte, in punti che 
designiamo 1,2, 3, . . . , ed r^ , r^ , r^ , . . . , le porzioni di esso raggio 
comprese tra il punto di origine B e quelli anzindicad d'intersezione con 
j, osservando che r^ è all'interno di <y, che trovasi all'esterno la porzione 
di r^ compresa tra la prima e la seconda intersezione, all'interno la por- 
zione di r compresa tra i punti d'intersezione 2, 3, e cosi via; si dino- 
teranno in corrispondenza w, , «^ , w^ , . . . , i valori della u corrispon- 
denti ai cennati punti d'intersezione, talché u^ = )/r\ -}" C'- Nel secondo 
caso poi, cioè essendo B fuori di <x, le intersezioni del raggio r con s 
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saranno in numero pari, nei punti che analogamente designiamo i, 2, ... , 
e parimenti si designeranno i relativi valori delle r, «*, con osservare che 
fj si trova all'esterno della data figura <j, che trovasi all'interno la por- 
zione di r^ compresa tra la prima e la seconda intersezione, e cosi di 
seguito. 

In relazione ai due casi ora distinti, prendendo i valori dell'inte- 
grale (a) in dipendenza di quelli di r, da r = o ad r ^ , r, , . . . nel 
primo, da r, ad r^ , r j , . . . nel secondo, si ha per la rispettiva funzione 
potenziale del primo caso 

^ = p/(~ ^ + ^. — ^a + ^ — • • O^?» 

ovvero, poiché C è indipendente da 9, e l'integrazione rispetto a questa 
variabile è da 9 = a9 = 2ir, si ha altresì 

(3) r = — 2 irp?: + py*(+ tt^ _ u, + W3 — . . .)rf9 , 

essendo impari il numero dei termini sotto il segno d'integrazione; nel 
secondo caso poi, cioè quando B sia fuori della figura a, viene 

(4) ^ = Pj (- «X + «*, — ^ + • . .)^?> 

i termini sotto il segno / essendo in numero pari. 

In queste due espressioni, a luogo dell'angolo elementare d^ s'in- 
troduca l'elemento ^5 del contorno s della figura <t corrispondente al 
punto d'intersezione col raggio r, e poiché dinotato a il coseno dell'an- 
golo che la normale elevata all'elemento d s forma col raggio vettore, la 
normale essendo diretta verso l'esterno, e il raggio vettore considerato 
nel senso crescente, si ha 

al secondo membro dovendosi prendere il segno superiore o l'inferiore 
secondoché ol q ds abbiano ambedue il medesimo segno, o segni oppo- 
sti; e questi segni sono i medesimi di quelli, che precedono alle quantità 
ttj negl'integrali (3), (4), pertanto l'introduzione dell'equivalente espres- 
sione di d 9 li commuta nelle forme s^uend, secondo i due casi sopra 
distinti: 

(5) f'=-2irp?: + pj-^ad5, 
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(6) V=fJ-^OLds, 

le integrazioni dovendosi estendere a tutto il perimetro della figura data. 

In quanto ad a, dinotati P, , P, i coseni degli angoli che la sudetta 

normale all'elemento d s forma coi due assi coordinati X, , X^ , poi- 

che quelli relativi agli stessi assi del raggio r sono -^ , -2 1 ^ 

si ha l'espressione 

(7) ^^ (^.-UP. + (^,-OP. 



200. Derivate prime della funzione (5). — Il più importante dei 
due casi sopra distinti è il primo, quindi d limitiamo a considerare le 
prime derivate della funzione (5), osservando che la differenziazione deve 
eseguirsi rispetto alle coordinate $,. del punto attratto A^ relativamente alle 
quali s è indipendente, perciò tale dilBFercnziazione sotto il segno integrale 
avrà luogo solamente rispetto alle r, «, a, dipendentemente dall'espres- 
sioni (i), (2), (7); si osserva altresì che la derivata dì F rispetto alla ^3, 
ha per primo termine ^ 2 w p, secondochè il punto A trovasi dal lato 
positivo o negativo del piano X^OX^^ piano della figura attraente, cioè 
a dire secondochè sarà C positiva o negativa; e dietro tali considerazioni, 
per la derivata di F rispetto alla ^^, od all'equivalente !C, risulta l'espressione 

(8) J^ = T 2 Tcp + 9^J^^^ f 

dalla cui forma si deduce facilmente la seguente conseguenza sul modo 
di comportarsi, a misura che il punto attratto, muovendosi sulla per- 
pendicolare AB, prolungata dal lato opposto del piano di <r, si avvicina 
allo stesso piano e l'oltrepassa : 

Allorché ^ diventa infinitamente piccola, e poscia nulla, la u rimane 
finita, ed essendo r ed a indipendenti da essa quantità, ne segue che il 
secondo termine della (8), oltre il fattore ^, non racchiude che fattori, 
i quali restano finiti al decrescere di C, esso perciò diverrà infinitamente 
piccolo e nullo con la stessa ^ ; quanto al primo termine poi, finché C è 
positiva manterrà il valore costante — 2 w p, e dall'altro lato del piano 
in cui ^ è negativa, il medesimo sarà costantemente eguale a -f" ^ ^ P> 
adunque il valore della (8) varia bruscamente di 4 7rp al momento in 
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cui A traversa la superficie <y ; e se noi designiamo ( jv ) > ( Tp ) ^ 

àV 
i limiti verso i quali converge -ry , allorché A si approssima indefinita- 
mente a (7 dal lato positivo o dal lato negativo, cioè 



(stL^-^'^P' (^) .r'^^p' 



risulta* 

quest^ultima equazione, la quale può estendersi agevolmente al caso ge- 
nerale in cui la superficie attraente a sia curva, costituisce una proprietà 
importante della funzione potenziale in esame. 

201 . Funzione potenziale di una superficie sferica omogenea. — 
Riferiamo i punti attraenti Af , e il punto attratto A^ a coordinate polari 
prendendo per polo il centro della sfera, dì cui sia r il raggio, e per 

asse polare la retta OA = l; dinotato 6 l'angolo che il raggio vettore 

OM forma con OA, e (f l'angolo che il piano AOM forma con un 

piano fisso passante per OA, si ha da un canto tt*=:r-|-r^ — 2/rcos6, 
e d'altra parte l'elemento d(j della superficie sferica va espresso per 

da = r* senOdOd^ , 
sicché per la funzione potenziale, di seguito alla seconda formola (13) 
del § 189, viene 

r' sene de ^9 

cose 



V— r rii — r e ^'sene^e^j^ 



Le integrazioni devonsi estendere tra o e 2 w per 9, e tra o e tt 
per e, conseguente si ottiene 

V = 2xp-^[v^/* 4. r* 4. 2 Jr - ^V+r' — 2/r]; 

l'espressioni sotto i radicali essendo quadrati perfetti, se ne può estrarre 
le radici, però codeste radici devonsi prendere positivamente, quindi de- 
vono distinguersi due casi, secondoché il punto attratto trovasi all'esterno, 
od all'interno della superficie sferica, dappoiché nel primo caso, essendo 

/ > r, si hsi ^V -\'r^ — 2lr =^l — r^ e nel secondo in cui i < r, 

F. Cjlldamra. — MeuAnit». 40 
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deve assumersi "^V -\- r^ — 2 /r = r — / ; conseguentemente, secondo i 
due casi si hanno 

(io) F = 4wp-y = -^, r = 47rpr, 

dinotando d l'intera superfìcie sferica, e si vede che per / = r, ossia pei 
punti della superficie, i due valori della funzione potenziale coincidono, 
sicché essa è finita e continua in tutto lo spazio. 

La sua derivata prima è -tt = — 4'rp-|j- nel primo caso, -jj- = o 

àV 
nel secondo, e pei punti sulla superficie si ha-T|- = — 4^p; adunque 

la derivata prima presa secondo la normale alla superficie sferica (come 
per le superficie piane considerate nel § prec.) nel passaggio dall'esterno 
all'interno varia bruscamente di — 4 ^ P- 

202. Funzione potenziale di una retta. — Infine, per dare un 
saggio intorno alle linee attraenti, riprendiamo la considerazione (§ 185) 
d'essere la massa diffusa in linea retta ed omogenea, cioè sopra un dato 

segmento di lunghezza BC = 1, e il punto attratto A fuori dello stesso. 
Si prenda uno degli estremi, B per es., per l'origine O di tre assi coor- 
dinati ortogonali OX.y ai quali si rapportino gli elementi attraenti e il 
punto attratto; designiamo x^ le coordinate di un punto qualsiasi M di 
ly s h sua distanza OMy a. i coseni degli angoli che la stessa / forma 
coi tre assi, sicché x. = soi.y dinotiamo ^. le coordinate di Ay laonde 

u* = X(5a. — $.y, per la funzione potenziale si ha 



Pds 



Ora, differenziando la u* si ottiene udu = (^s — X*i5.)^^> ^ 
aggiungendo ad ambedue i membri di quest'equazione il prodotto udsy 
si consegue 

u(ds -{- du) = u d(s -{- u — X«iU = + " — Z«i^.)^^> 
quindi 

« s + U-Z'^ili ' 

sostituendo in F, viene 
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ed eseguiu l'int^azione risulu 

Se si prende per piano X, X^ quello determinato dal segmento 
5C e dal punto Ay e fatto coincidere OX^ con BC (fig. 72), allora 
Xj = 5^ = o, a, = I, a^ = «3 = o, e si ha semplicemente 

0.) F = p.iogip(A=4ziiS^Z±IL), 



dF dV . 



, trovate 

2 



su- 



le cui prime derivate -jy- , -%-=- ricadono nell'espressioni X^ , X, 

nel citato § 185; ed è notevole che per $^ = o, la X^ diventa infinita, 

dV 
cioè nel passaggio del punto A per la direzione di /, la derivata -3-=- 

bisce una soluzione di continuità. 

VI. — Del potenziale. 

203. Si abbiano due sistemi materiali S, 5', i cui elementi o punti 
materiali, in numeri w, «', si riferiscano a tre assi coordinati ortogonali 
OX. (t = I, 2, 3), e si dinotino Wj (i = i, 2, 3, . . . , ri) le masse 
dei punti del sistema S, con x^^ le rispettive coordinate, r,j la distanza 

scambievole dei due punti m, , m^ , ulchè r]^ = ^ (x,,. — Xj .)^ , della 
quale distanza sìa u^^ la inversa, ossia u^^=^ i \ r^^ ; e si distinguano con 
un accento le quantità relative agli elementi di S', 

Ciò premesso, avendosi riguardo all'azione scambievole degli elementi 
di S fra loro, e supposto che essi si attraggano secondo la legge New- 
toniana, designate X,,. le componenti secondo i detti assi coordinati, del- 
l'azione esercitata sul punto m^ da tutti gli altri n — i punti, abbiamo 
da un canto, posto per brevità / = i, l'espressione 

(I) X., = m.X«»^ (. = >.=».}). 
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in cui ad ogni valore i, 2, 3 di i devono associarsi successivamente i 
valori I, 2, . . . , n di 5, e per ciascun valore di quest'indice si esten- 
derà il sommatorio ^ a i = i, 2, . . . , n, eccetto però quel valore 
che è stato assegnato ad s; cosi si avrà, per es., 

esteso ^ a k =: 1, 3, 4, . . . , n. 

Moltiplicata la (i) per Sx,., indi posti per i successivamente i, 2, 3, 
e sommate le conseguenti espressioni, viene 

per ogni punto m, , posto in relazione con tutti gli altri n — i punti 
dello stesso sistema, si ha un'equazione analoga, e sommate tutte codeste 
equazioni si ottiene 

i secondi sommatori X ^^ parentesi essendo estesi ad i = i, 2, 3; ov- 
vero indicate sk tutte le combinazioni binarie semplici degli n numeri 

I, 2, . . . , », con 2^ ^ sommatorio esteso a tutte siflatte combina- 
zioni, con 2\^ quello relativo ad i = i, 2, . . . n, si ha 

ed integrando fra i limiti c^, e,, dinotandosi con questi indici le confi- 
gurazioni iniziale e finale del sistema 5, che si prendono in considera- 
zione, risulta 

« (S''?)..-(2:'^X=X'2i<^"*'" - +^..*'..)- 

La funzione 

(3) P=2u^ 

si chiama il potenziale del sistema S sopra se stesso, o semplicemente 
il potenT^iak del sistema 5, e dall'equazione (2) deriva che l'incremento 
del potenziale fra le due considerate configurazioni (la iniziale e la finale) 
di S è eguale al lavoro fatto dalle forze di attrazione nel passaggio del 
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sistema dall'una all'altra configurazione^ ambedue codeste quantità eguali 
essendo indipendenti dalle configurazioni intermedie che prende il sistema. 
Stan teche 

dinotata 






la funzione potenziale del sistema 5 sul punto m,, si ha 

(4) P = ±'^m,V„ 

che dinota essere il potenziale di un sistema sopra se stesso eguale alla 
semisomma dei prodotti delle masse dei suoi vari punti pei valori, che 
la funzione potenziale del sistema prende in questi medesimi punti. 
Nell'equazioni ed espressioni (i), (2), (3), (4) non occorre altro 

che accenure tutte le lettere, eccetto il sommatorio ^, per adattarle al 
sistema 5', ritenendo però le indicazioni s ed / per gl'indici, con intesa 
altresì che quest'indici si estendono rispettivamente ai numeri i, 2, 

3> • • • > ^ ' 

204. Si consideri ora l'azione degli elementi mj (/ = i, 2, . . . , w') 
di S' sopra un elemento m, del sistema 5, seguendo sempre la legge 
Newtoniana, e si dinoti v^^ la distanza scambievole fra i due punti m,, 

wj, diguisacchè v*, = X(^« — ^li)'» ^ designate u/,, la inversa a v,,, 
Z^j le componenti secondo gli assi coordinati dell'azione esercitata sul 
punto m^ del sistema S da tutti gli elementi di S\ si ha 

(5) Z„ = m,Zfn',j^ (i=i,2,i), 

il sommatorio ^ nel secondo membro esteso ad / = i, 2, . . . , n'. 

Si moltiplichi quest'equazione per ix„., dipoi si sostituiscano per i 
successivamente i, 2, 3, e con ciascuno di questi valori si associno quelli 
di j = 1 , 2, . . . , n, sommate tutte codeste equazioni si consegue 

^iZjx„-\-...-\-Zjx,,) 




= >' y m 



■■":(5?;»'..+ •••+&*'..)' 
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ritenute come costanti le jc)., ed mtegrando rispetto alle x^^ nei limiti 
delle configurazioni c^, e, del sistema 5, si ottiene 

La fun2done 

(7) 2 = IS^ 

si denomina il poien:^àk dtl sistema S' sopra il sistema S, e dalla (6) 
risulta che Tincremento del detto potenziale fra le due considerate con- 
figurazioni (iniziale e finale) di S, è eguale al lavoro fatto dalle forze di 
attrazione del sistema 5' sopra gli elementi del sistema S, nel passaggio 
di questo dalla prima alla seconda configurazione, restando perciò codesto 
lavoro indipendente dalle configurazioni intermedie. 
Se si pone 

Z- V,, 
per la stessa (7) si ha 

(8) Q = ^fn,r„ 

donde si rileva che il potenziale del sistema S' sopra il sistema S è eguale 
alla somma dei prodotti delle masse dei punti di S per i valori, che in 
questi punti prende la funzione potenziale del sistema 5'. 

Poiché il dinotato potenziale è simmetrico rispetto ai due sistemi, ne 
segue che il potenziale S' sopra S è eguale al potenziale di 5 su S', quindi 
se r, è il valore della funzione potenziale di 5 sul punto m\ , dall'equa- 
zione (8) si deduce 

(9) ^m,V: = ^m\V,. 

205. Se le masse mj invece d'essere disgiunte riempiono in conti- 
nuità lo spazio S colla densità p, variabile anch'essa in continuità, e pari- 
menti le masse wj per lo spazio 5' di densità p', l'equazioni (4), (8), (9) 
si commutano in 

(10) P=l^ffVdS, Q= f?V:dS, ffV:dS= ff'F,dS', 

2 Js Js Js Js' 

essendo 
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"^l"^- ^-X^. "-f!^-' 

ora, poiché la funzione potenziale di una massa qualunque a tre dimen- 
sioni è una funzione ad un solo valore delle coordinate del punto at- 
tratto, finita e continua in tutto lo spazio (§ 192), da queste formole (io) 
bene appropriate risulta evidentemente che, tanto il potenziale di uno spazio 
continuo sopra se stesso, quanto il potenziale di uno spazio sopra un 
altro, non subiscono soluzioni di continuità. 

Si abbiano altri due sistemi S, , 5*, che occupano spazi rispettiva- 
mente eguali ad 5, 5' colle densità 

P, = ^P> P', = ^'P'> 

e sieno P^ il potenziale dal sistema S, , Q^ quello del sistema 5*^ sopra 
S, , si liannno evidentemente 

dalle quali equazioni si deducono immediatamente i due seguenti teoremi : 
a) Se due sistemi di masse occupano spa:^ eguali con densità propor- 
zionali, i loro potenziali staranno Ira loro come i quadrati delle densità. 

V) Se due sistemi di masse occupano spn%i rispettivamente eguali a 
quelli occupati da altri due sistemi, e le densità dei primi sono proporzionali 
alle densità dei secondi sistemi^ il potenziale dei primi sistemi l'uno sull'altro, 
sta al potenziale dei secondi sistemi Vuno sopra l'altro, nel rapporto dei 
prodotti delle rispettive densità dei due sistemi. 



Fine del volume primo. 



ERRATA-CORRIGE. 



pag. 3, formola (5), leggasi <pt (x, , x^, . . . , x^ , t) = o 
pag. 29, equazione (3), prima orizzontale del determinante, leggasi x a'^ a^ a' 
pag. 34, espressione (34), pel divisore leggasi 2m\ 
pag. 41, espressioni (io), 2° termine di a^, leggasi -|- sen ^ cos ^ cos 6 
pag. 49» l'indice (43) delle formole che precedono il § 37, leggasi (42) 
pag' 76» linea 2* seguente la formola (4), leggasi indicate (40) nel § 30 
pag. no, linea precedente l'espressioni (27), leggasi sono le (42) del § 36, 
pag. 129, al rapporto F^f :F sostituiscasi F" : F* 
pag. 144, linea 2* del S 106, leggasi riferiti 
pag. 268, linea 4*, leggasi corrispondono 
» » formola (io), pel numeratore del coeff. che precede l'integ., leggasi 2/(1. p n 5, 



» » formola (a), leggasi 
pag. 279, penultima Hnea, leggasi dalla 
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